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PREFAŢĂ 


pa ~- Pentru viitorul matematician sau 
Dr A AI TERTIA iasg 
w pentru alte domenii de activitate, 


ita Pe doreşte să utilizeze cunoștințele 
să "de matematică drept mijloc de investigație, perioada de formare 


Pi presupune, printre altele, rezolvarea a cit mai multe probleme. 
AT Evident, stabilirea capitolelor din care trebuie să se lucreze, 
œ dinea în care acestea trebuie parcurse, indicarea celor mai reprez 
tative probleme (avem în vedere partea teoretică la care s 
pentru rezolvare) din fiecare capitol, 


minim de probleme ce trebuie rezolvate sînt sarcini care revin celor 
„care dirijează activitatea de pregătire. 


i 
Li 


or- 
en- 
e face apel 


ae dn metematică, ca și în celelalte științe, nu există chei universale, 
motiv pentru 'care prin „metode de rezolvare a problemelor“ nu se 
poate înțelege prezentarea unui rețetar absolut, care să asigure solu- 
Hionarea tuturor problemelor de matematică pe baza unor formule 
„„ Cunoscute sau algoritmi prestabiliți. Lucrarea de faţă se referă numai 
la unele capitole din matematica de liceu, autorii întenţionînd, pe 
„baza experienţei lor didactice, să prezinte : 
— probleme reprezentative din fiecare capitol, care să asigure 
k ; aplicarea a cît mai multe din cunoștințele incluse în capitolul res- 
_ pectiv; 
— metodele de rezolvare pentru problemele respective 


— posibilități de generalizare a acestor metode la varietăţi mai 


largi de probleme. 


Pentru rezolvarea problemelor prezentate, se face apel la CUNOȘ- 
 tințele de matematică însușite în învățămîntul liceal. În cazurile în 
“care sa fac referiri și la cunoștințe care nu sînt incluse în progra- 
: Ja mele dăliceu, se dau informațiile teoretice necesare. 


Sas Capitolele 1, LH și III sînt prezentate de lector universitar Eremia 


Eugen „Onofraş. 


t AUTORII 


3 


pentru cel care, pregătindu-se 


cît şi asigurarea numărului 


Georgescu-Buzău, capitolele IV şi V sînt prezentate de profesor 
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Fi CAPITOLUL 3 


ELE MENTE DE LOGICA 


-Ş 1. PROPOZIŢII. OPERAȚII CU PROPOZIŢII 


În acest paragraf presupunem cunoscută noţiunea de propozitie (ma- 


_nualul de algebră pentru clasa a IX-a). O propoziţie p poate fi adevărată 


și în acest caz spunem că are valoarea de adevăr 1 sau falsă şi în acest. 


caz spunem că are valoarea de adevăr 0. 
Negaţia propoziției p va fi notată cu oricare din simbolurile ur- 
mătoare f, "1p, non p. Între p Și P există următoarea corespondenţă: 


| ; - 2, Disjuneția. Propoziția „p sau q“ poartă numele de disjuncția între 
propoziția p şi propoziția q şi se notează cu „pV q“. 

= -> Propoziția „pV q“ este adevărată dacă cel puţin una dintre propo- 
< zițjile p şi q este adevărată şi falsă, dacă ambele propozilii sînt false. 


3. Conijuneţia. Propoziția „p și q4“ poartă numete de conjunc{ia între 
propoziția p şi propoziția q şi se notează cu „p A q“ 
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Propoziția pAq a 
“adevărate şi falsă în celelalte cazuri, 


PI 


i 
Za | | 


Îi i ii bi 


4. Implieaţia. Propoziția „dacă p, atunci q“ poartă numele de impli- 
caţie avînd ca ipoteză (premisă) propoziţia p Și concluzie propoziția q 


şi se notează cu „p—>q. N 
| i | 
CI Pa Pai 


5. Echivalenţa logică. Propoziția „dacă p, atunci q şi dacă q atunci p“ 


poartă numele de echivalenta logică între propoziţiile p şi q şi se noteazi 
cu „p= q“ sau „p =q“. Propoziția p<—>q este adevărată dacă propo- 


ziţiile p şi q au aceeași valoare de adevăr şi este falsă dacă propoziţii!» p 
şi q au valorile de adevăr diferite. 

Dacă propoziţia p <-> q este adevărată se spune că propoziţiile p şi 4 
sînt echivalente. 


p | 4 p <— q 
0 1 


este adevărată dacă ambele propoziţii p ṣi q sint 


q A ? 
1 | 1, w 
-i N 0 O Ă ; i 
i | a S 
V 1 k D ; Sr A 
o 0 1-0 ; 
ÎS ice E e a git 


| 
=< | 


ada Ows 
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„ Pentru rezolvarea problemelor din acest paragraf sînt utile următoa- 


„= rele propoziţii adevărate. Se va nota cu f, respectiv a. o propoziţie falsă, 


„respectiv adevărată. i 


i] Pu(pVoVisvVuaVr Pe WPADAr=PAUAT) 
der cgaVp P.pha=g[p 
T7 |P-rVvr=» | bP.pAp=p 
P.pPViAg=n P. pNPVpE= 
Pe PVOAD=(PVOAtPVr) P. PAUVDEPADVPAn 
Pe PV =P P.pĂTlz=I 
Pa, paza.: P. paap 
P. pVp=a P.pPAP=I 
Pe PV4 = pAg, P; PN4EPV4 


<- EETA 


Justificarea acestor proprietăți se face cu tabele de adevăr. Vom da 
ca model demonstrațiile propozițiilor Pę, P,, P; şi P,. 
Demonstrația proprietăților Pg şi P, | 


o NNE a NR, Oli N Dica a a 
P | f | PVI p | a | pVa 
1: | U TE 1 1 1. 
0 0 0 0 l 1 


Se observă că propoziţiile p şi P V f, respectiv propoziţiile a şi pVa 
au aceeași valoare de adevăr şi deci sînt echivalente. 
„Demonslraţia proprietăţii P; 


i 


p 9 Pl qVr | PAUND) PAI PAT | (PADV (PAD 
1 1 1 1 1 1 1 1 
TERY 0 1 1 1 0 1 
1 1 
0 0 

0 Go 

0 
0 


© 
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N ea 5 Se pi e că propedițite PAV r) şi PADV (p A r) au ac ceași aid 
valoare de adevăr şi deci sînt echivalente. 
Deino nsirația proprietății Pe 


și i 
Se observă că propoziţiile pV q şi pAg au aceeaşi valoare de ade- 
© văr şi deci sînt echivalente. 
JAJE. „Celelalte dimonstayi ip propunem ca exerciţii cititorilor. 
N es o § 2. CÎTEVA Pa ia Aa iti: PRIVIND CALCULUL 
7 A CU PROPOZIŢII i 
E ~ Pa. Reducerea implicaţiei la disjuncţie ṣi negaļie. Urmăloarea propo- 
>_> ifie este adevărală : 
H: | (p = q) 2 (5 V q). Demonstrația se face cu tabel de adevăr după mo- 
_delul precedent. 
P,.. Următoarea propoziție este adevărată : 
(p> q) = (p—> q) A (q —> p). Demonstrația se face cu tabel de adevăr. 
2 A Pis. Următoarea propoziţie este adevărală : 
AER E (e=) EZE PVDA V DP). 
A Ai Dia den Demonstrația rezultă din aplicarea proprietăţilor P}; şi Pys. 
Pia Urmăloarele propoziții sînt adevărate : 
pi a) P4) = QD) i 
pop EGP, 
i Justificarea se face cu âjutorul tabelelor de adevăr. 
„7 $8. EXERCIŢII PRIVIND CALCULUL CU PROPOZIŢII 4 
sei © 1. Să se arale că: d 
: „apNaVB=a i í 
b) @ V 1) ; 


A ti 
0 (pVOAb=D 


[i Š ng a e 
t > 
p å 4 nee . 
y F, j j : 
+ 5 ' 


Aq 
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îs Soluție.:a) Avem: o i 
it DV AV B E 
a ăi incă =N p) Vy= (Prapozițitie P; și P,) 
X e i E AV EE- (Propezitia P,) 
~a. | Ea (Propoziția P,). 
7 ON b) Avem 
AEE 
Pai: PV)AP=E | 
a = (GADApE (Propoziția Pg) 
i =(pPANBANqE (Propozițiile P, și P3) 
EI NP (Propoziția P3) 
07 Sai A) “(Propoziția Pg. 
c) Avem 
“(PVOAp= 
| =PATABE (Propoziția Pb) 
: = BABA (Propoziţiile Pi şi P3) 
za = BAŢ (Propoziția P3). 


pt a” 2. Să se scrie cu qjulorul negaţiei, disjuncției şi conjuncției propozițiile : 


a) P> APANA 
b) (P>) APA) 


: : Soluţie. a) Avem: 
BEA (p >41) A(PAD = 
dee =(P Ja DAWAq) 2 (Propoziția Pu) 
À i i =PAIAPAE (Propoziția P) 
RR =pPNGANPANqE (Propoziția P,) 
i BME ~ =(PAPÐ AQA E (Propozițtiile P, şi Pi) 
fs SPATS (Propozițiile P; şi Ps) 
ETS zf y - (Propoziția Pg), 
Pe b) Avem 
a TEDAP | 
j 2 SeA = (ØV NAVAA AE {Propoziția P3) 
e e E AV VEV DPAPAND E (Propoziția P$) 
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PENA IE 


pt * 


34. PREDICATE. OPERAȚII CU PREDICATE. 


PROPOZIŢII UNIVERSALE. PROPOZIŢII EXISTENŢIALE I 


Definiţia 1. O /uncție p: M -> L unde M esle o mulțime nevidă și L 


"mulţimea propoziţiilor se numește predicai peste mullimea M. Rezultă că 
~ oricare ar fi x € M, p(x) este o propoziţie (adevărată sau falsă). 


Definiția 2 Fie p: M >L un predicat. Predicatul P care face ca 
-fiecărui x e M să-i corespundă propoziția p(z) poartă numele de negația 


predicalului p. Se mai notează cu non p, sau “Ip. 


Definitia 3. Fie p: ML și q: M->L două predicate. 
a) Predicatul p V q: M —> L definit prin relaţia (p V £) = PD) V 


V q(x) poartă numele de disjuncția dintre predicatul p şi predicatul q. 


b) Predicatul p N q:M —> L definii prin relația (p A q(2) = pr) A 
A q(x) poartă numele de conjuncția dinire predicatul p și predicatui q. 
c) Predicatul p —> q: M — L definit prin relația (p —> q)(2) = p(x} > 
— q(x) poartă numele de implicație avînd ca ipoteză (premiză) predicalui p 
şi concluzie predicatúl q. 
d) Predicatul p<—> q: M —> L definit prin relația (p <—> q) (x) = pr) — 
<—> q(x) se numeşte echivalenta logică” înire predicatul p și predicalui q. 


`. . Definiția 4 Fie p: M —> L un predicat. _ 


a) Propoziția „Pentru orice x = M propoziția p(x) este adevărată“ 


"poartă numele de propoziţie universală și se nolează cu sim bolul (Ya p(x)}- 


Simbolul Y se citeşte „oricare“ şi se numeşte cuanlificator universal. 
b) Propozitia „Există x e M, astfel încît propoziția p(x) este adevă- 


rală“ poarlă numele de propoziție existenţială şi se notează cu simbolul 


(3x)(p(2)). 
„Simbolul 3 se citeşte „există“ şi se numește cuantificalor exislenlia!. 
„Fie: pM >L şi q: M >L două predicate. 

Propoziția (Vz)(p(£) => q(x)) va fi notată astfel : 


p(x) = q(x). 


i 
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zIwpADV Ai NOS (Propoziția P,) 
zIpANDVUABDIAGADE ` © (Propoziția P,) 
=pVoNPVBDAUGVDAU VB) A(BAD 2 (Propoziția Pi). 
= pVoNaNaAGVDAGAD E (Propoziția Ps) 
= pVoONUIVBDAGAO „o (Propoziția P). 


i 


pi © Umplicaţia p(x) = q(x) este adevărată dacă pentru orice z pentru 

„care p(x) este adevărată, avem q(x) adevărată (în celelalte cazuri ipo- 
teza p(x) este falsă şi deci implicaţia este adevărată). ` a 
Propoziția (Ya)(p(r) <—> q(a)) va fi notată astfel : 


| p(z) = qla) 
„ Următoarele propoziļii sînt echivalente: 
pa) pisat). 
£ b) pæ) oa) şi d) = pla). > 
c) p(x) şi q(x) sînt simultan adevărate, respectiv simultan false. 


§ 5. TRANSCRIEREA PROPRIETĂŢILOR P,, ..., Py, 
Pa ca Pe Pi Pio Pin Pas Piy din § 1 şi § 2 
ÎN CAZUL PREDICATELOR i 


La Fie predicatele p:M > L, q:M>L, r:M>L, f:M>L şi 
a: M — L, unde propoziția f(x) este falsă pentru orice x € M, iar a(x) 
) este adevărată pentru orice xv € M. i 


j Următoarele -propoziții sînt adevărate. 
P,. [p(2) V gE) V r(x) <> ' Pi [PE) A E) Arme 
<> p(z) V loa) V ral. <> p(z) A Laz) A rlz). 
Pa. p(x) V (=) e (1) V pla). Pi p(z) A az) qlx)pia). 
E P,. plz) V p(a) <> ptr). P;. p(x) A p(z) <+ p(x). 
Pa PE V pt) A ata) = pla): Pi. pæ) A Ip) V atol pix). 
Ps. PŒ) Va) A ra) Pg- p(D A lao) A ra) o 
<> [p(z) V a(2)] A lu) V ra). < [p(z) A aa) V [p(0) A ra). 
Po. p(2) V f£) > pla). Ps. p(z) A fa) f(a). 
P.. p(x) V a(x) <> a(x). P;. piz) A a(x) < p(2). 
F Ps. p(z) Vp(a) > a(x). P;. p(z) A pE) = fe) 


| Pu. pia) > po). | 


Pas (pla) ae) e (Bl) V alo) 

Pra (pl) aq) (pla) = a) A Ua) > d). 
Pro: (pla) o a) e (PE) V a) A (GD V po). 
L Pu a) (pla) > q(2)) = (aa) = P). 

să b) (pla) <=> q(2)) e G) — Pla) 

si L 11 
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= oS oziții universale. De exemplu : proprietatea P4, 
„propoziția (v Dp V Ip) A 00) > p(2)). 


r’ 
AP 


Ra z i à 
e, dit, ACR mă EAI ia 

' . . ic = dz" x kd 
`~ 


Reamintim că simbolul <> se ulilizeaz tari 
trebuie interpretată ca 


= § 6. PROPOZIŢII CUANTIFICATE. EXERCIŢII | 
O propoziţie scrisă cu ajutorul simbolurilor V,3, V, A. se spune .. 


că este scrisă cuant | În 
trec mulțimile din care fac parte variabilele. 


ificat. Precizăm că în scrierea cuantificată nu se 


Exereiţii 
I. Să se precizeze care dintre propoziţiile urmăloare este adevărală sau 


falsă și să se scrie cuanlti ficat. 


Fie zeR şi yehN şi următoarele propoziţii : i 
1. Oricare ar fi x e R, avem xz? — 4r + 5 > 0. 


„Propoziția este adevărată căci 7* — 4r +5=(x—2}+1>0, 
pentru orice ze R. Scriere cuantificată : (Y x)(x? — åz + 5 >00). 
2, Există x € R, astfel încît x? — 3x + 2 = 0. | 
Propoziția este adevărată căci dacă z = 1, avem |: —34+2=0,. 


Scriere cuantificată : (3 x)(x? — 3x -+ 2 = 0). 

3. Oricare ar fi re NR avem z* — 3y +4 <0. 

Propoziția este falsă căci pentru z = 0, avem 4 > 0. 

Scrierea cuantificată : (Y z)(z? — 3x + 4 < 0). 

4, Există x e R, astfel incit x* 4+ xz + 1 = 0. 

Propoziția este falsă căci ecuația z? + x + 1 = 0 nu are rădăcini reale. 

Scrierea cuantificată : (Ix)? + xt + 1 = 0). 

5. a) Oricare ar fi x e R, exislă y € R, aslfel încît x + j= 2. 
b) Există x e R, asifel încît oricare ar fi y e R, avem x +- y = 2. 
a) Propoziția este adevărată căci pentru orice z € R, existi y e R 

şi anume y = 2 — x care verifică ecuația t + y = 2 

Scrierea cuantificată : (Y x) 3 yx + y = 2). 
b) Propoziția este falsă căci nu există x € R, astfe! încit egali- 
„tatea x + y = 2 să fie adevărată pentru orice y. 
Scrierea cuantificată : (3 x) Y y(t + y = 2). ; 


Observaţie. Exerciţiul 5 pune în evidență faptul că nu este permisă 


hooo permntarea euantificatorilor Y şi 3. 


Il. 6. Fie f: A> B o funcție. Să se scrie cuantificul propozițiile 1 
a) Oricare ar fi x, e A și oricare ar fi za e A, astfel încil a F In 
avem f(x) # f(T.) (definiţia funcţiei injective ; manualul de al- 


ms gebră pentru clasa a IX-a). 


ă pentru notarea unor propo- 


Ad 


As 


Ks . 


tuh 


maini mi ca a 


CE Scanned with OKEN Scanner 


a 2. Fief: A = Bo funcţie numerică și 1.€ ed, Să se cuanlifice urma EES. 


Pi Lă 


+3 b) Oricare ar [ia je B, există ze A asifel incit Safe (definiția ATT de pi 


>- Surjeclive ; manualul de algebră pentru clasa a IX-a). 
a). Y(t, TaT Æ La > fz) Æ [(z:)) sau tı Æ Pi => f(x) Æ f(z). 
`b) (Y y)(3 z)X(y = f(x)). 


îi toarea propoziție : 
Pa Oricare ar fi x, € I şi za € I, astfel încti x, < £a, avem f(x.) < Nè. 


“(definiţia funcției crescătoare, manualul de algebră pentru clasa a IX-a). ai | 


Ste: 
mo Scrierea cuantificată : 


~o 8. Pie urmăloarele variabile : n €N, N(£) EN, (äa)neyn şir de numere | 


N(za Zaza < Za > [(z) < F(x:)) sau T; < Ta = f(x) < F). 


reale, aE R, M €R. Să se scrie cuanlificat urmăloarele propan x 
a) Există a e R, astfel încit oricare ar fi e > 0, există N(e) eN 


b) Există M e R, astfel încît oricare ar fi n e N avem |a,| <M 


„astfel încil oricare ar fi n > N(e), avem |an —a| < e (definiţia E 


cu e a convergenţei, manualul de analiză pentru clasa a Xl-a). 


(definiţia șirului mărginit, manualul de analiză pentru clasa a XI-a). 
a) (3 0(Y e)(3 N.e)(Yv n(n > Ne) la, — al < s). 


b) (3 M)(Y n) a.) | < M). 


9. Fie Pa mulțimea vecinălăţilor punctului ae R. zi că șirul! 
(4. )ney are limita a si scriem lim a, = a ducă: 


n= 


Oricare ar fi Va e Pa, există L e N astfel încti oricare ar fi n > L, 
an E Va. Să se scrie cuanlifical această propoziție. 
(VVaA(I3L)(vn)(n > La, € V,a) 


10. Fie G o mulțime pe care este definilă o lege de compoziție inlernă 


- notată mulliplicaliv, e EG, z EG, yeG,zeG, x €G. Să se scrie 
“cuantifical propozițiile : 

a) Oricare ar fi x, y, z, avem : (x-y)-z = x-(y+z) (proprielalea de aso- 
* i i 


c) 


d 


) 


cialivilale). 


Există e e G, asifel încil oricare ar fi x € G, avem esx = ași r.e = x 


(existenţa elementului neulru ). 
Pentru orice x e G, exislă x’ e G, asifel încît z'-x = e şi x-x' =e 


(orice element este simelrizabil ; în ipoteza că propoziția (c) este 


adevărată). (Propoziţiile a), b), c), d), constituie definiţia grupului 


abelian în notație multiplicativă ; manualul de algebră pentru 


clasa a XII-a). 
a) V(z, y, 2)((z-y)-e = z-(y*2)) 
b) V(z, y)(z-y = y-7) 

c) (ae)(Vz)(ezx = x A te = q) 


d) (VI zarea = € A x-2' = e) 


13 
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D ais 
EE 


6 [Š REGULI DE NEGARE. EXERCITII fi z 


Fie p: ML şi q: M— L două predicate și x, € E j 


1. Negarea propoziţiilor universale 
| Negaţia propoziției „orice v e M are proprietatea p(x)“ este pr ag, 
p aitia există v € M, cu pr oprietatea f(x)“. Scrierea cuantificată : 


(V 2)(p(0) — (3250). 
2. Negarea proprietăţilor existenţiale 
„Negaţia propoziției „există v e M cu proprietatea p(x)“ este propo- 
zitia „orice x e M are proprietatea Pag Sl cuantificată : 
(TPE) > (V 250). ` 
3. Negarea disiuneţiei 
Negarea disjuncţiei se face pe baza proprietății P, din § 5. 


_P(DV (2) <— pa) A qa). 
„4. Negarea conjuneţiei 
Negarea conjuncției se face pe baza proprietăţii P, din § 5. 


PU A a(2) < Pe) Vga). 
5. Rezumat. Prin negare, proprietăţile -p(z), q(x) ete. se transformă 


în pa), q(x) etc., oricare“ se transformă în „există“, „există“ se trans- 


Si în oricare“, „sau“ se transformă în „și“, iar „și“ se transformă 
n „Sau“. | 


6. Negarea implicaţiei 
Negarea implicaţiei se bazează pe propriâtatea Pa $2,(p>q92=5Vq), 
pe proprietatea Pre § 1, (p = p) și pe negarea disjunctiei. 


Pai 


Aa 


wa -i Avem: 
Eo Ro RR 
ET E Aa RI ct 
e, | iNIopAi! 
ii Depi propoziția. .P —> q se nea 
AA l gă prin propoziția p A q (se realizează 
a ipoteza p, dar nu se realizează concluzia q). í À i 
ă Fe" Exerciţii 
DB] i i 
pia ) Fie zeR șiyeR, ae. Să se nege următoarele propoziţii : 
~ < Pirts Pi: t>y. p: : veld ok 
Pe: <y. Ps: £ >y, Pa! 2 e4, 3). 
Pst T-S Yoo pe: m ER, Pa: x &[2, 4 


L i 
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A ud 
- 


. w A 


; a: i : PA i į E. E A 
„ Răspuns: cati 4 


me 


Bt 9: Pai ey Îşi: a <y 

Du SR pi Diva Pai set ÎI 
“Avem pret > şi deci fz: t < a. 
Avem Ps (x < 3) A (x> 1) şi deci Ps : (4 > 3) V ud < 


Îi: 


~ 


+ 
> 
a 


E Ann poe (£ < 2) V (£ > 4) şi deci fo: EN PYA 


„Să se nege propoziţiile din § 6, finindu-se seama de scrierea lor cuan- 
inita şi apoi să se transcrie enunţul în cuvinte. Să se precizeze valoarea 
de adevăr a propozițiilor, alunci cînd e cazul. 


1°. Avem (V x)(x? — 4x + 5 > 0) <— (I r)(x? — 4x + 5 <0). 


Propoziția 1 este adevărată şi deci negația sa este falsă. 
Enunţul negaļiei: „există x e R, astfel încît z? — 4r + 5 < 0“. 


„229 Avem (3x2 — 3x + 2 = 0) <> (V x)(x? — 3x + 2 # 0). 


Propoziția (2) este adevărată şi deci negația sa este falsă. 
Enunţul negaţiei : „pentru orice x e R, avem z? — 3x + 2 40“. 
39. Avem (V x)(x? — 3x + 4 < 0) <—> ( I x)(x? — 3x +4 > 0). 

Propoziţia (3) este falsă. și deci negația sa este adevărată. 
Enunţul negaţiei: „există ze R, astfel încît z? — 3x + 4 > 0“, 
4°. Avem (3 x)(x? -+ x + 1 = 0) <— (Y x)(x? + x +1 £0). 

Propoziția (4) este falsă şi deci negația ei este adevărată. 
Enunţul negației: „pentru orice z € R, avem rt? + x + 1 #0“. 


5°. a) Avem: (Y {x)(3 y)(z + y = 2) <> (3 x)(V y)\(x + y # 2). 


Propoziția (a) este adevărată și deci negația sa este falsă. 


Enunţul negației : „există x € R, astfel încît oricare ar fi y € R avem 
ty 2s 
b) Avem OTE + y = 3) <> (Y x)(3 y2 + y # 2). 


| “Pr ‘opozitia (b) este falsă şi deci negația ei este adevărată. 


Enunţul negaţiei: „pentru orice x € R, există y e R, astfel încit z -+ 
+ y #2“. 
6°. a) Avem V(zu, Xa)(Tı Æ T2) —> f(x) # f(2:)) —> 
<— I(T, Za)(2a E Ta A f(21) = f(x2)). 
Enunţul negației: (funcție neinjectivă) „Există qt, € şi n SA 
-~ astfel încît zı Æ za și f(x) = f(T)“. 
b) Avem (Yy) 2)(y = f(2)) — (ay) vad # f(2)). 
Enunţul negaţiei (funcţie nesurjectivă) : „există y e B, astfel încit 
„oricare ar fi x e A, avem y # f(x)“. 
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F Avem (Vizu, 22) S ts => f(x) S Taa) > 
i tay ( I(t, aati S S Te A f(x) > fay 
“Enunţul negatici (functie necrescătoare pe D: 
ae astfel încît a, < te şi f(x.) > a)“ y 
8°. a) Avem: (3 a)(VY e)(3 N(e))(V n(n > 
«=> (Y a)( 3 e)(Y N(e))(3 n)(n > NSA A |an al> e) 


Enunţul negaţiei. (şir divergent) : „oricare ar fi a e R, există 


astfel încît oricare ar fi numărul natural N(e), există un număr le: n, 


cu proprietatea că n > N(e) ṣi |a, — al >e. 

b) Avem (3M)(Yn)(a, < M) <—> (Y M)( 3 n)(| a, | > M). 

Enunţul negaļiei (şir nemărginit): „oricare ar fi M > 0, există un 
număr natural n, astfel încit | an| > M“. G 


9. Avem: (Y Va(3 L)(Y n)(n > p ti E Va) > 
<—> (3 Va)(v L)(3n(n > LA an E Wa). 
Enunţul negaţiei (şir care nu are limita 4): „există o vecinălale Va 


aluiae R, astfel încît pentru orice număr natural L, există un număr 
natural n cu proprietatea că n > L şi a, € Va“ 


4 


10%. a) Avem: V(z, y, 2)((r-y)-z = z:(y:2) -> 
; <—> I(x, y, z)((x+y)*2 # z:(y2)). i 
= Enunţul negaţiei (lege de compoziţie internă neasociativă): „există 
„_zeG,yeG,zeG, astfel încît (x-y) + x- (y: z)”, 
- b) Avem: V(z, y)(z-y = y:2) <=> I(x, hey # ya). 
Enunţul negaţiei (lege de compoziţie internă necomutativă) : „există 
ze G şi y €G astfel încit z-y Æ yix“. 
c) Avem: (3 e)(v z)(e-ax = x A r.e = x) <—> 
+> (Y eater i x V ze za). ` 
Timi negațjei (lipsa elementului, neutru): „oricare ar fi e €G, 
există z e G, astfel încît eet # q sau x'e Ær“. 
d) Avem: (Y x)(Ẹ x')(x -x£ = e N xx’ = = e) — 
s (ILY) xr eV a £ e). 


an „Enunţul negaţiei : „există x e G, astfel încît oricare ar fi z' e G, 
avem r e sau za ze. 


ni 


K E, 
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“CAPITOLUL II | 
A ELEMENTE DE TEORIA MULȚIMILOR 


k cp 
7 Pis. 4 
> 34 


A În acest capitol presupunem cunoscute principalele operaţii, cu mul- 
- ` tim tratate în manualul de algebră pentru clasa a IX-a. 


§ 1. PROBLEME CARE SE REZOLVĂ PE BAZA 
PROPRIETĂȚILOR CALCULULUI CU PROPOZIŢII 


; --- JI. În acest paragraf vor fi folosite în mod special propozițiile 


că prin notația p(x) = q(x), respectiv p(x) = a(2), înțelegem propozi- 
tia (Y 2)(p(a) > q(0)), respectiv, (Y x)(p(x) <> q(1)). 
Vor fi necesare următoarele proprietăți: . 
Fie M o multime, A şi B părți (submulțimii ale multimii M) şi x e M. 
M,. Urmueloarele propoziții sînl echivalente : 
a) A SB. 
bj ze A=>zeB. 


Observaţie. Notaţia (b) este o scriere convențională pentru propoziția 


b) (Vrj(zeA-xre B). 
Ma. Următoarele propoziții sînt echivalente. 
? a) A = B. 
pb) AS BABA. Y 
c) (ae Are B) A (t-e B =z €A). 
dreAerERB. - 


* 


c’) (Vaz)j(r e A—-xzeB)A(reB-zre 4Â)). 
d) (X x)(x € A —ze B). 
M,. Tinînd seama că A B= {x|(z e A) V(z € B)) (reuniunea 


w^ dintre mulțimea A și B) rezultă că următoarele propoziții sînt echivalente : 


ass ALJ BE. 
b) (x €e A) V (z € B). 


Aa a 2 — Metode de rezolvare a problemelor de matematică în Heeu — ed, 171 17 


Pu ien Pios Pia + tes, Pe n § 1, respectiv § 5, capitolul I. Reamintim 


= Observație. Notaţiile €) și d) sînt scrieri convenționale ale propoziţiilor : 
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E iA T Observaţie : Notaţiile a) şi b) sint scrieri convenţionale ale propozi 


a’) (Yaa e AUB). aa E y s [ 


gi i itpiiloră 


„rilor comuni ai numerelor a și b 


Viet pă A MA fane At LA), k, : pă ; À 


ma aja 
Fi 


© b) Va(eeA)Vi(re B)). ` 


z Ma. Ținind seama că A Q B= {z|(xze€e A) Nre B)} (intersecția i 
$ dintre mulțimea A și mulțimea B) rezultă că următoarele propoziții sînt 
-> echivalenle, | | . | $ 


pees A(B. 
D e e Af A (e è B). 


e i. *- | 
a) (Y x)(x € AN B). = 
b’) (Y x)(x € A) N (z € B)). 


Ms- Ținind seama că A — B = fz |x= A şi z ẹ B} (diferenta dintre 


„mulțimea A şi mulțimea B) rezultă că următoarele propozilii sint echi- 
valente. ` i 
a) zeA-B. `> 
b) (x € A) N (2 B). 


Observaţie : Notaţiile a) şi b) sint scrieri conventionale ale propozi- 
tiilor : 
a') (Y x)(x € A — B). i 
© b) (Vale A) A(z ¢ B). 
~ Me Ținînd seama că .. = CyA = je |x & A! (complementara mul- 
„țimii A în raport cu mulțimea totală M), rezultă că următoarele propoziții 
- sînt echivalenle : | 
a) ze A. 
b) z q A. | | 
Observaţie : Notaţiile a) şi b) sint scrieri convenţionale ale propo- 
= ziliilor: rra i 
a) (Y x)(x e A). 
b') (Va)(z e A). 


My. Ținînd seama că A x B = ((a, b)| (a e A) A (b e B)} (produsui 
cartezian dintre mulțimea A și mulțimea B) rezultă că următoarele pro- 


„poziţii sînt echivalente : 


a) (a, b) E Ax B. l 
b) (a € A) A (b'e B), 


$ II. Exereiţii 


1. Fie ași b două numere înlregi. Să se arate că mulțimea A a divizo- 


A tihi este egală cu mulțimea B a divizorilor co- 
Mun a numerelor 2a + 3b şi a+ 2b. 


SAS UB 


A 
pe nd 


ay 


is 


Observaţie : Notaţiile a) şi b) sînt scrieri convenţionale ale propozi- E 
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i 


| Soluție. Vom. arăta că Ac BB şi Bea. | | 


ASB 


a+ 2b = rax. Rezolvînd sistemul: f2a + 3b = rz 
a+ 2b =r,x în raport cu nē- 
a l ounoseutele a şi b obţinem a = (2r, — 3ra) şi. b = (2r, — r,)x, adică z 
“este un divizor comun al numerelor a şi b și deci z e A. Rezultă B c A. 
di = Din ASB şi BS A deducem A = B. 


2. Fie A şi B părţi ale unei mulţimi M. Să se arate că următoarele | pro- 
poziții sînt echivalente : 


Cd 


A aJ ASB. 
SAT bAUB=RB. 
d) AOB=A. 


E. Soluţie. Se va arăta că a) ab) şi a). = c). 


„Fie As sBşireAUEB, adică ze A'sau x € B. Dacă z € A, 
tinind seama că A < B, rezultă ze B. Aşadar, A UJ B S.B: Inclu- 


ziunea B< AUB este evidentă. Deducem: A U B = B şi deci 


a) = b). ! 

Fie A UB = Bşizea. Rezultă x e A U B, adică x e B şi deci 
A < B, adică b) > a). 

Din a) = b) şi b) = a), deducem a) b). 

Echivalența a) < c) se va demonstra în mod analog. 


3. Fie A, B, C trei părţi ale unei mulțimi M. Să se arate că dacă: 
a) A UB=A UC. 
b ANB= ANC, atunci B= C. 
. Solufie. Dacă x e B, atunci x € A U B şi contora relaţiei a) z e 
Eo- FALC adică xr € A sau zel. 
~ İn cazul z e A, tinînd seamă că ze B, deducem v € A N B şi 
aplicînd relația b) rezultă z e A fM C, adică qx e A şi gel. 
d „Așadar, în toate cazurile dacă x e B, atunci v e C. Rezultă B S C. 
Dacă z e C, atunci z e A UC şi conform relației a ze AlJB; 
adică ze A sau ze B, 
1, Dacă z e A, ținînd seama că x e C, rezultă z e A (NC şi aplicind 
E relaţia b), deducem xz € A N B, adică ze A şi ze B, 
PE A Aşad ar, În toate cazurile dacă x e C, atunci + € B. Rezultă Ce B. 
A: Incluziunile Be C și Cs B demonstrează că B = G 


£ 
E. 
A, 
e 
n 
1 
cf 
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„ FiezeA. Există pe Z q EZ, astfel încît a = qız pa bi 
$ şi b t. Acai 
i 204 3b = (2q + 3qa)x şi a + 2b = (9, + 2q-)z şi deci pa qe, Rezultă 


Fie x e B. Există neZ ir,e Z, astfel încît 2a + 30 = => ft $i 
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a En Observaţie : Notaţiile a) şi b) sînt serieri convenţionale ale propozi 


- sînt echivalente : 


„cartezian dintre mulțimea A și 
„poziții sînt echivalente : 


me a Ep h %, e pt i 
Vaii Se ăi 
; E ft x 
Fd Li + ? 


iilor : 


a) (Yaz © A U B). E j Noră f 


ES b) ra e A) V (£ e B) PRR Ap A 
=o Ma, Ținind seama că A f B= {z | (x =€ A) N (£ € B)) (intersecția 
dintre mulțimea A și mulțimea B) rezultă că următoarele propoziţii s 

> echivalente. | : | 


ayse ANB 
b) (ee A) A (& ê B). 
Observaţie : Notaţiile a) şi b) sînt scrieri convențion 
ţiilor : | 
a) (Vaz EANB. ASt 
b) (Y x)(x € A) A (z € B)). 
Ms. Tinînd seama că A — B = {z |x e A ṣi x g B} (diferenţa dintre 


“mulțimea A și mulțimea B) rezultă că următoarele propoziţii sint echi- 


valente. ` 
a) ze A-B. 
b) (z = A) A (£ ¢ B). 
Observaţie : Notaţiile a) şi b) sînt scrieri convenționale ale propozi- 
tiilor : | | 
a) (Y te € A —B). 
b’) (Vaze A) Are B)). 
Me. finind seama că .: = CyA = y |x A} (complementara mul- 
țimii A în raport cu mulţimea totală M » rezultă că urmăloarele propozitii 


a) ze A. 
b) zg A. i 
Observaţie : Notaţiile a) și b) sînt scrieri convenţionale ale propo- 
ziliilor : ie | i i 
a) (Y x)(x e 4). 
b) (Va)(z e A). 


Mz. Ținind seama că A x B= {(a, b)l(a e A) A (b e B) (produsul 
mulțimea B) rezultă că următoarele pro- 


a) (a, bD) E A x B. 
b) (a € A) A (b € B), 


IL. Exereiţii 


l. Fie a și b două numere întregi. Să se arate că mulțimea A a divizo- 


„rilor comuni ai numerelor a şi b este egală cu mulțimea B a divizorilor co- 
= muni ai numerelor 2a 4- 3b si a+ 2b 


eri i Ea 


i 
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nt 3 


Eit pasă 
Y Dna 


ale ale propozi- ` 


E ee EERTE E ETEN DANT TA P T, ER) 
Pa Dă da MU ea aere mia aa NR RZA ek Iana a, 


- Souţie, Vom arăta că As B și Bg A. 


A 2a + 3b = (2q, + 3qa)r şi a +- 2b = (qı -- 2qa)z şi deci x e B. Rezultă 
HA B. 


a+ 2b = rx. Rezolvind sistemul: f2a + 3b = rx- | 
i a +- 2b = r,x în raport cu ne- 
cunoscutele a şi b obţinem a = (2r, —3ra)r și, b = (2r, — r,)x, adică £ 
“este un divizor comun al numerelor a și b și deci x e A. Rezultă B < A. 
4 kai Din AS B şi B < A. deducem A = B. 


„Fie A și B părţi ale unei mign; M. Să se arate că urmăloarele pro- 
ponja sînt echivalente : 


kad 


c= aJ ASB. \ 

Eee b) A U B = B. 

ag AN B=A. 

3 Soluţie. Se va arăta că a) za) şi a) < c). 

E. Fie A £ B şi x e A U B, adică ze A sau x € B. reá, 


tinind seama că A S B, rezultă x e B. Aşadar, A U B &.B. Inclu- 
ziunea Bc AUB este evidentă. Deducem: A U B= B şi deci 
i a) = b). 4 
N Fie AUB= Bşizea. Rezultă x e A U B, adică x e B şi deci 
1- Ac B, adică h)=a). | 
J. Din a) = b) şi b) =a), deducem a) + b). 
Bă -- Echivalenţa â). <> c) se va demonstra în mod analog. 


3. Fie A, B, C irei părți àle unei mulţimi M. Să se arate că dacă : 

2) AUB=AUC. 

b ANB=A NC, atunci B =C. 

©, Soluţie, Dacă x e B, atunci ze AU B şi conform relaţiei a) x e 
AUC, adică ze A sau zel. 

i În cazul x e A, ţinînd seamă că ze B, deducem i = A N B şi 
n „shplicind relația b) rezultă z e A QC, adică re Aşi rec. 

4 Aşadar, în toate cazurile dacă z e B, atunci v € C. Rezultă B S C. 
“Dacă x e C, atunci ze AU C şi conform relației a) x € A U B; 
yade e 4-su ze R, 

Dacă z € A, tinînd seama că r e C, rezultă ze A [NC și aplicînd 
„velația b), deducem z € A N B, adică ze Asize d, | 
| - Aşadar, în toate cazurile dacă x e C, atunci t € B. Rezultă C € B: 
7 Todozlanile Ha [si CSERE demonstrează că B=C. 


i Piexea. Există pe Z q €Z, astfel încit a == Kik şi Ta du Avem 


ko Fie x e B. Există r e Z i r, = Z, astfel încît 2a -+ 3b = fx $i 


19. 


m pi, Li 
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| 
ji 
p- 
E 


aa à y 
Aa AORA o Uy ai 
EE aAA Bd az EE E a n PÂN fii a e e Pi "e 
Ea pa şei - ta Tio ae TT PRR Pr 
e mere „ră A a E (e “aa ] 
yes s htp ` 


“4. Fie Aşi B două părți ale unei mulțimi M. Săse arale că dacă A U B= 


i e AB, aland A B- 


> Tua 


Soluļie. Dacă zeA, atunci re AUB şi xeAfnB, adică 


re A şiz e B. Deci dacăz e A, atunci x e B. Rezultă A S B. 


În mod analog se demonstrează incluziunea B < A şi deci egali- 


tatea A = B. à - 


5. Fie A, B părți ale unei mulțimi M şi £ e M. Săse nege propoziţiile 7 ră 


a) ze AUB. c) z EA — B. e) A=B. 


b) ze AfñB. d) A c B. f) (z, EA xB. 


Soluţie. a) Ținind seama că z € A U B $ (Y 1)((z € A) V (ze B)), 


avem: zf A U B'e (3 r)((x å) Ale B)). 


„Această relaţie va fi scrisă convențional astfel: x ¢ A U B <æ 


(x E A) A (€B). 


b) Ținind seama că z € A N Be (Ygx{(z e A) A (xe B)), avem . 


re ANBol(I3a((r e A) V (z € B). l 
„Această relaţie va fi scrisă convențional astfel x g A NB A)V 
V (t € B). 


c) Ținînd seama că ze A — B & (VY r)((x e A) N (x € B)) avem | 


r EA —Be(Ir)((x é A) V (ze RB). 


Această relaţie va fi scrisă convențional astfel: z A — B (z é 


A) \V(zeB). ` 


d) Ținînd seama că propozitia A S B este echivalentă cu prope- 
zilia (V x)((x e A) => (x € B)), avem A £ B & (3a)((ae A) Alė 
€ B)). 

e) Ținind seama că propoziția A = B este echivalentă cu propoziţia 
(Va)(((z e A) => (x € B)A((re B)) > (z € A))) avem A £ Bæ 


(IJ T)(((x € A) N (& e B)) V ((z € B)) A (z ẹ 4))). 


< f) Ţinind seama că (z, y) e Ax Bo(ze A) N (ye B), avem 


(r.y) E Ax Bel(z e A) VUyeB). 


6. Fie A. B, C părți ale unei mulţimi M. Să se demonstreze egalilăţile : 
a) A —(BUO=(A =B) =C 

k b) A —(B N C) = (4 '— B) U (4 = 0). ) 

Soluţie. a) Avem: re A —( BUC) & (x € A) A (x ¢ (B U ©) «> 


< (x e A) N (£ ẹ B) A (£ ẹ C) e 
ze (A —B)AzeCoeze(A —B)—C. 


rea Deoarece ze A — (B U C) ex € (A — B) —C, avem A — (BU 
© UC) = (A —B).—C. | E, 


b) Avem; rE A —(BCO)et(re A) A(zre BO 
< (ze A) A (x B) V (z & C) e ((z € A) A (z € B) V 


(ze 4-—B)V(zeA —Ooeze(A —BU(A-—C). 
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„ „Vile A) A(z C) (s-a aplicat proprietatea Pg, § 1, capitolul P) 7 ; 
a 


ai 
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107 „Să se arale oa AxDUO= 4 xDUUA x C). 
- Soluţie. Avem: = 
"tepe 4 x(BUO az = AJA y EB UC) e (ze A) A 


o (£, y) e {A x B)V((a.y)e Ax Oops (A x ig 

| U (4 xC). 

8. Săsearalecă A X (B — C) S (A x B) — (A x C). CEA 
_ Soluţie. Avem: in l e 

h, (2, pe Ax (B' =C) s(a Aj Aae BOS = (a e A)A 
s] niys B) A (y € ©) = (7, y) € A X B) A (x, y) £ (Ax 0) = 


-Ai eyi =» (x, y) E (A x B)-— (Ax C). 

p 3 2. STRUCTURA DE ALGEBRĂ BOOLE A MULȚIMII 

Bo PĂRŢILOR UNEI MULȚIMI. PROBLEME CARE 

E. ý SE REZOLVĂ PE BAZA CALCULULUI ÎNTR-O 

e | ALGEBRĂ BOOLE 

| = -2 Fie M o mulţime, A, B, C părți ale E M, Ø mullimea vidă 
Engi re M. i 


Dacă "în propoziţiile Ps, -e Pio Pi -. „ Ps din § 5, capitolul I, 
- înlocuim predicatul p(x) cu z € A, q(x) cu x € B, r(x) cug €C, pe f(x) 
„cu predicatul z e Ø (evident fals pentru orice x € M) şi pe a(x) cu pre- 


seama că relația ze A <x e B este echivalentă cu relația A= B 


ati 4UBDUC=4U(BUO 
| j 21 


A e B)V(ye 0) ((re A) Atwye.B)V (re A)Aye he 


dicatul x e M (evident adevărat pentru orice x e M) şi dacă {inem . 


E. între mulțimi, h Pi, .-î, Pao şi Pi ooe Pa se transformă în 
.  egalități de multimi. 

k De exemplu, propoziția P,, (p(z) V q(0)) V r(x) > p(2) V (00) Vra»: 
devine (re A)V(ze B)V(re ore A)v(ae BY V ETOR 
: p. care reprezintă următoarea egalitate de mulţimi: 


Jeoarece z E A — (BN L) FEU B) U (4 jed avem egalitatea 


E 
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D 
m 
r A pera = 
ta r 2 j -4 LL] 
ji Așadar, propoziţiile P}, . re Pios Pis > Po cu inloevările mentio: T 
k © nate mai înainte se transformă în următoarele egalități de mulţimi, £ 
| e Oricare ar fi părțile A, B, C ale mulțimii M avem: | 3 
D Mă e 
(esa TE B. (AU BUC= AU(BUC) | B;. (4ANBNC=AN(BNC) ue Ş 
POR E TE d Reuniunea, respectiv intersecția, este asociativă a i 
ÎS | m AU B= BUA |E arinean ö 
eiai | i | Reuniunea, respectiv intersecţi: . este comutativă A 
i Biasd. le Anasa $ 
i i e. Reuniunea, respectiv intersecţia, ae proprietatea de idempolență 
i 223 Be AU(ANB=A Banai 
ig i ia Reuniunea, respectiv intersecţia, are proprietatea de absorbție 
| |Be4ueno=uuBnuuo |. ANBUO=AN BUANG 
i ded Reuniunea, respectiv intersecția. este distribu'ică față de intersecție, respectiv reuniune 
B:AUO=A |B. ANØ=0 
R. AUM=M ENTE 
ee destin d ul ge E P S, 
y 8: AUAi=M B. ANâ=0 
E ăi Legea ferțiului exclus Legea contradicțiel 
EHI ETRS a E aie, a a 
|] B, AUB=ANB B. AQB=AUB 
P Legile ui de Morgan 
d | A Ba A=A 
A Legea dublei negafii 
£ ta Proprietăţile B}, ..., Bio, Bis ..., B4 înzestrează multimea. părților 
JEE za mulțimii M cu o structură de algebră Boole. 
ai La acestea mai adăugăm următoarele proprietăți evidente: 
| >. aw. . Fi 
E Be. AS BeAUB=BeANB=a. 
îi z În procesu! de predare, proprietățile B}, Ba, ..., Bu, Bi, Pau ba 
d» „și chiar Bu şi B, pot fi acceptate ca axiome (deși ele nu sînt indepen- 
ș == dente), eventual justificate cu diagrama Venn-Euler. A 
H i Proprietăţile B, şi Be, respectiv B, şi B; permit ca într-o expresie 
i „are conţine numai reuniuni, respectiv numai intersecții, să nu mai 
punem parantezele, scriind mulțimile în orice ordine dorim, 4 


2 AUBUC= ÁNBAC= 

= BUAUC= sau =B(A(C= 

= BWUCUA ete = B(C(A ete. 
W AUBUCUD= ANLNOND= 

= BUAUDUC= sau =B(ANDOC= 

“= DUCUBUA etc = DNCABANA ete. | 
Bu, Diferența simetrică. Diferenţa simetrică! dintre mulţimea A şi 

“multimea B se numeşte mulțimea: AAB = (A — B) U (B — A) = 


= (A NBUBNÂ. - 
Bu. Consecințe ale proprietăţii de disiri bulivilale. 
Fie A, B, C, D, E. F părţi ale unei mulțimi M. Avem 


>ănbuenp-avohuuBnevon 


(B 

wW »AUbicun-unovannuenou 
7 U(EN D). 
II bb ANBDUCADUENFP=AUCUEN 


: NAUCUANAUDUÐDAAUDURN 

i NBUCUANBÜCUANBUÜDUE)N 

i N (BÜDUN). 

© 2 WA AUBACUDAEURP=ANCNAEU 
UA NCARUANLOBDUANDNORBU 
UBOCABDUENCNDUBNDABU 
U(BNPLNE). 


Demonstrație. a) Avem: (ANB)UCND)=((4ANB) a CN 
N (4 AN B) U D) = (proprietatea B) = (AU CON BUDAN 
i Ubiau o zaVoaubnuua (BU. 


S-a folosit, evident, permanent proprietatea de asociativitate și co- 
mutalivitate. Celelalte proprietăţi se demonstrează analog. 


„IL. Exerciţii 
1) Fie A, B, C, părți ale unei mulțimi M. Să se arale că: 


A = {B — 0) 7# (A — B)U (A N C} 

So luție. Avem: T 
A —{B-0= ANB — C) = (Proprietatea B) 
ANBA = (Proprietatea Bu.) 

A CLIC) (Proprietatea Bg) 
p U C) = (Proprietatea Bu) 

18) U (A N C)=(Proprietatea B5) 
— B) U (AA C) (Proprietatea By) 


N 
<% 


a aici A A i T S N 
X ia G Y si y r ; i i 
Aai K : 


| 


MI 
> 
ca 0, 
E) 
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Er. - E a at pede O 3* 
p 3 Pit R) pi v, >. 4 
E. oiar a et a i ces pa 9 
E ep 

„n A 

> Pie - 
mi) e A 
Pat a 


í tà; ; i 


„9, Să se demonsireze că dacă A NB = BOA, aluni A = PR. .:: 


3 aSoluție Avem i 


i i PA 


pe E a ă 
fi 
pp EA 
sa ap.. 
HECA 
e a 


D A UBPDABUCONCUA=((N BOOUUNBNA)U 


| 

| 

PESE ine) 

| 
-= mutativitatea) obţinem : 


| MUBNOBUONICUA = 4NBNOUVUANBU 


A e lea D a 
JEFE A kara A SWU a 
Ee STA 24 a 

E NC? ră » d 


= AU(BNÃ =» 
) 


SANB EBA A I AUA A DI 4 
: : >A =AU(BNA)= _ (Proprietatea B) 
| > A = (A4AUB)N(A UA) (Proprietatea B) 
= A = (AUBNMa (Proprietatea B) 
Să | o SA A lB. - (Proprietatea B⁄)- 
` Ralionînd în mod analog deducem: tisă 


SĂ ARE _ANB=BNÂsBUUNB=BULNĂ)> 


=- s(BUA) N (BUB) = B>(AUBQM=Bs5sB=4å U B. 
Deci: A = B=A UB. Ape, 
Începînd de la exercițiul 3 nu vom mai preciza de fiecare dată pro- 


-7  prietatea algebrei Boole care se aplică. Propunem cititorului să facă 


acest lucru. 
-3) Să se verifice, egalitățile : NT i 
a) A —(BUC)=(A = BA —C).. 
b) A —(BNO=(U —BU(A-—CG). 
Soiulie. Avem: i 
a) A — (BU C) =A NBUCO=ANBNŐ) şi a 
-BNA -O=ANBANAND=AaNanN 
NBAC=AABNAC. 
2) A —(BOO = AN(BNO= AN BU=4NBuUu 
U-(4A NC) = (A — B) U (A — C). | i 


4) Fie A, B, C părţi ale unei mulțimi M. Să se arate că: 


UUBNBUONICUA = ANBUEBNOU 
U(CNA). 


Soluţie. Avem: 


UA NCNOUANCNAUEBNBNOU 
UBNBOAMUBNCNOUBNCNA) 


o Folosind proprietatea de absorbţie (şi evident asociativitatea ȘI co- 


U(A4NO)UBNC). 


-æ > “a Pi 
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pr å Aplicind proprietatea de absorbţie (B,) "obtinem: 


în Dei: AUBNBUONCUA=ANBDUBNOU 

- pi pi U (C N A). 

ua 5) Fie M o mulţime și A, B, C trei părţi ale mulțimii M. Să se arale că 
“dacă AN BOC=8, atunci : 

104 UBUBUI(BUGUCUCUA = AUBUG 


 Soluţie. Avem: ii 


——_ ——__ n _ ae . 


-~ 1UGUBUBUGUGUCUCUA=4UGNbU 


„ PUGnGuWEna-anânbuntndu 
o VENCNA=ănăubutn&udu 
E U(CN(CU A) = AN4UB)UGN(GBUC)U 


N  UCNICUA)= ÂNMUĂNBUGNBDUENOU 
$  UIENOUENA=0UA4NDUBUEBNOU 

d UBUCNA=A40BUENOUCNA=4UBUO N 
C NĂUBUAN(ĂUCUĂONIĂUCUANBUBUAN 
 NOUBUANBUCUONIBUCUA)= UBU N 
a NarUBNGUVUANAUOUNMUONMUAN 

„NOIUBNUUBUO= ARENOOMNUURUO= 


= ADENCOUAUBUG; 


a AKG, U BUC) = MANU BU C0) = AUBUC 

A 6) Să se arate că oricare ar fi părțile A, B, C, ale unei mulțimi M avem : 
a) AAB = BAA (proprietatea de comutativitate). 
b) (AAB)AC = AA(BAC) (proprietatea de asociativitate). 

- ©} A N (BAC) = (A N B)A(A A C) (intersecţia este distributivă 
față de diferența simetrică. 


: ANBNOUUNB=IANBNOVUNB = AQB 


|. Deoarece AMNA BAC=0, ANBOC= Mi deci A NENCN 


e 
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= ` Sotuţie. Avem: 


$ 
y? 
a 


a) Egalitatea AAB = BAA rezultă din egalitatea (ANBU 


VGA BADUANBD. 


Hu” r 


„se numește funcţia caracteristică a mulțimii A. 


te AIE ÎI fa(x) = 0, oricare ar fi ze'M. 


NOUEN ANB UBNA=A4ANBN0U 
YUBAANOUCAAU B) NU A) = 


U(CAANAUCNBNBUCNBNA). 
Ținînd seama că A NA=0 şi CNO = rezultă: 
(AABAC = (ANBENOUUNZNOUANLNĂU 
| U(ANBĂO). 


NA 


x RS . -_. ESI A T i » > i 
Se observă că expresia lui (AAB)AC rămine neschimbată dacă se 


permută literele A, B şi C între ele. 
Așadar, (AAB)AC = (BAC)AA. 


Ţinînd seama de punctul (a), deducem (BAC)AA = AA(BAC) şi 
deci (AAB)AC = AA(BAC). d 


D) MAB)AC = (A A BD U BA AAC ANBU BANDANA 


= ANBNO)UBNĂANBUCNANBU 


Q 


c) Ayem A N (BAC)=A N (EN UCN B= N BNU 


„2 UANBNO) și 


AN BAU NO) =(4NBNAROUUNONAR D= 
= (ANBOĂUCDUUNONUUB) — 
= (4ANBOAUANBENDUANCNÂU 
UANCNB=ONBUUNBNdU. 
"UONOUVANBNO=4NBNĂU 
UUA4NBNO. | 


$ 3. PROBLEME CARE SE REZOLVĂ CU AJUTORUL 
FUNCŢIEI CARACTERISTICE 
L Funcția caracteristică. Proprietăți 
Fie M o mulțime și A o parle a sa, 
i - | 1, dacă x e A: 
Funcţia f4: M > 40, 1} pentru care fto =] P ` 
ai to LP fat) 0, dacă ag A, 


Menţionăm următoarele proprietăţi ale funcţiei caracteristice ; 
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Într-adevăr, dacă z e M, atunci cazul 28 9 nu îi iba avea loc și 


i deci fø) = 0, oricare ar fi z e M. 
2 ful) = 1, oricare ar fi t e M. 


mi Într-adevăr, dacă x e M, atunci cazul x M nu poate avea loc și 
deci fal) = 1, oricare ar [i z e M. 

= o falx) = a(7), oricare ar fi ze M. 

je Într-adevăr, dacă x € A, atunci fa(a) =—-f2(a) = 1, iar dacă x & A, 


atunci fî,(2) = B(x) = 0. 
1. fanul) = fa(a)-Fn(2), oricare ar fi z e M. -7 
Pentru demonstraţie vom întocmi următorul tabel: 


„| ze A |zeB |ze AB | unsa m=1 fax) = 1] fe(x) = 1| fa) falz) =1 


— d a = e 


zeA |zgB|rgAlB | faın)= 0 fa) = 1| fala) = 0! fala) fala) = 0 


fala) = 1] fa) Ina) = 0 


falz) = 0| fa) fele) = 0 


T AÅ |reB|rt¢ANB]|fans{1)=0 far) = 0 


aa a d Ba PI ——— 


TEA |E B| IEAQRB | fansa) = 0 fax) = 0 


E. 
po- Se observă că în toate cazurile funa(2) = Play falt). 
e 5. f(x) = 1 — a), oricare ar fi z € M. 
„N Pentru demonstraţie vom întocmi următorul tabel: 
ze A ze dă f(z) = 0 fax) =1 | 1 — faz) = 


a a a 


re A zej fa(z) =1 D=0 | ir =i 


Se PE Re) că în toate cazurile fa(x) = 1 — f4(x). 

; 6. faun(2) = Fa(2) + [a(2) — falz) fele), oricare ar fi z e M. 

j Ținînd seama că AUB=A(B, deducem faur(2) = fI). 
„ Aplicînd proprietatea 5 şi 4 rezultă: 

E, (73t) = 1 —fânz(a) = 1 — fala) fala) = 1 — (BAD — fel) = 
d 4 = fa) + falt) — aaa): 

; p Deci : faus(7) = falx) + falx) — fa(0)-a(). 

7 (A S B) & (falx) < felz), oricare ar fi x € M. 


TA Ținind seama că (A S B) e (A Q B = A), deducem: (A S B) e 
g = (4 Q B = A) & (fanz(0) = fa(0)) o fa) fel) = la) > 
O AWE) — 1) = 0 (fala) = 0) sau fat) = 1) (40) < fala). 
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„Această proprietate permite sã înlocuim demonstraţia unei inclu- 


ziuni, prin demonstraţia unei inegalităli numerice (inegalitatea între 


„valorile funcțiilor caracteristice ale mulțimilor care intră în incluziune). 


DS A = Boo faţa) = fata), oricare ar [i x e M. 
Într-adevăr, 


să Se | (4A=Be(4cBA(Be A) (fala) < fs(7)) A (fala) fala) < 


< (fala) = fa). 


=- Această proprietate permite să înlocuim demonstrația unei egalități 
„de mulțimi printr-o egalitate numerică (egalitatea între valorile funcţiilor 
„caracteristice ale mulțimilor respective). j 
9. faas(7) = fa(2) + fele) — 2fal2) fala) oricare ar fixe mM. 
_Ținind seama că AAB = (AN B) U (B N4) şi aplicînd proprie- 
tățile 3, 4, 5 şi 6 deducem : faag(x) = fanB(2)+/fanâ(2) — fanBla)- fenai) = 
= fA — al) + AA — AD) — fala) -fa( Dl — fala — 
„O Ta) = fal) + fala) — fala) fala) = fX) + fă) — 2f a(2)f a(2)= 
x = (fa(2)— fa). 
Observaţie. Funcţia caracteristică a diferenţei simetrice poate fi dată 
= prin următoarea egalitate : aa) = | fa) — fala) i 
Într-adevăr ținînd seama că faala) = (fa(z) — fa())2 deducem că : 
a) dacă fa(z) < fa(2), atunci fax) = 0 și fa(£) = 1 şi deci, în acest 
caz (fa(7) — fa(2)) = falx) — falx) = 1; l 
h) dacă falx) = falx), atunci (ful) — fa(2))e = falx) — fs(2) = 0 ; 
Ă pi dacă f+(z) > f(x), atunci falz) = 1 şi f(x) —0 şi dea în acest 
caz (fa(2) — fs(2)) = Fa) > falx) =. ; 


IL Exereiţii 


1. Fie A, B,C părți ale unei mulțimi M. Să se arat că dacă :- 

a) ANB=ADNC și 

A UB = A UC, atunci B=C | 
„Soluţie. Din a) rezultă fanal) = qt), adică fu(2)-fu(a) = fl. 
apt ali Dis à analt) = fancta) Lafal) = fala) 


Din b) rezultă fiyg(z) = fauc(x), adică fala) + fal fala) fala) m 


E A E s= falz) + felz) — falz) fel) (x € M) şi deci: 


fal) — [A ala) = fola) — fala) fola). 


Ținînd seama că falx) fala 


„„ pentru orice x e M şi deci B = 400) fe(x) deducem fola) = fela) 


=o ` 2 Fie A șu B părți ale unei mulțimi M. Să se arate că dacă E 
; = A UB, alunci A= R. | arate că dacă- A N B= 


Ba 


28 
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pă 

îi 
~ an 
p r 


e 


£ 


„egalitatea din enunţ. 


 Soluţie. Avem fanata) = [4(2)-fa2) = fagat) = 
© [42 f2). e ie 
“Rezultă falx) + falz) — 2f4(0)-[a(2) = 0. şi deci f2(2) + flx) — 
„— 21 A0)-[a(2) = 0. Deducem (falx) — fa(7)): = 0, adică fu(2) = fala), 


pentru orice x € M. Rezultă A = B. 


EAE 
PA Aa gE 


i „numărul de elemente al mulţimii A, respectiv B, C. 


- Er 
ia) 
Aa 


y 


E -3. Fie A, B,C părli ale unei mulțimi M. Să se arate că: 


A N (BAC) = (A N B)A(A N ©). i 
Solufie. Avem: fanieac(T) = falz) - feac (2) = fala) lfl) + fe(2) — 


© — AAAA) = fal) felt) + falafel) — 2fal0fa(2fe(0) si 


funmatanc2) = fanz(2) + fanela) — fanata) fanela) = faa) fa + 
falz): felz) — 2f Aaaa c(z) = falx)fal(x) + faf) —, 
— 2f (2)f (£) f (1). 


“Rezultă fantuaco (2) = funmaranc) (2), pentru orice z e M și deci 


? 


64. PROBLEME DE NUMĂRARE 


Cad 
1. Fie Mo mulțime finită cu n elemente. Să se arale că mullimea părțiler 
mulțimii M are 92" elemente. 


“Soluţie. Se ştie că numărul submulțimilor cu k elemente ale mul- 


timii M (0 < k < n) este C} Aşadar. numărul submulţimilor mul- 


timii M este X Ca = Œ +C, +... + C = (1 -+ 121 (s-a apli- 


ii O k= 
J cat formula binomului lui Newton). 


2. Fie A şi B două mulțimi finite, prima cu n elemente. a doua cu m 
„elemente. Să :e arate că mulțimea A x R are n-m elemente. 
Soluļie. Fie A = {ans as, ..., Aa} şi B = Pa ATN A A 
= Elementele produsului cartezian A x B pot fi scrise astfel: 
r (a, bı), (ai, ba), a (ans Pa) ; i 
Piba), (Ae Da), soos (Ga, da) 


Lu k t > o . è . o p pur E E GOE e + E O E $ 


lan, bı), (anb:), . . .3 (an, baa). 


a „ Deoarece avem n rînduri fiecare conținînd m elemente (cuple), în- 
= seamnă că mulțimea A x B are n-m elemente. 


„3. Fie A, B, C trei mulțimi finite. Notăm cu n(A), respectiv n( B), n(C) 


fala) + fa) = 
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Să se arate că: 

a) n(A U B) = n(A) + n(B) — n(A N B). 

b) n(A U BUC) = n(A) + n(B) + n(C) — n(A NB) — 
ABAC- ACAA HANBA). 


„Soluţie. a) Relaţia este evidentă căci în A U B elementele comune, 


adică elementele mulțimii A (A B, se numără o singură dată. ; 
b) Aplicînd relația a) obţinem succesiv nA U BUC = MEAL 
U B) U C] = n(A U B) + n(0) — ni(A U B) N C] = n(A) + 


-+ n(B) + n(C) — n(A N B) — n(A NOU (BNA OJ = n(A) + 


+ n(B) + n(C) — n(A N B) — n(A4A NC) —n(BO0O0)+nA4NC( 
N BANC) = n(A) + n(B) + n(C) — n(A N B) — (B AN C) — 
— n(C NA) PRATEN O: 


Observaţie. Relația a) poate fi generalizată pentru cazul a n mulțimi. 


"4 


x tie 


ama 


Ei E A i ; 


"CAPITOLUL III 


METODA INDUCȚIEI MATEMATICE 


A 


La 


Metoda inducției matematice mai este cunoscută sub denumirea de 
„raționamentul prin recurenţă“ sau „inducţie completă“ sau „raționa- 
mentul din aproape în aproape“. Această metodă se aplică pentru a de- 
monstra că anumite predicate P(n), unde n e N, sint adevărate pentru 
orice n > a (a e N). Dezavantajul acestei metode constă în faplui că 
relaţia care trebuie demonstrată trebuie cunoscută dinainte. Sînt si- 
“tuaţii cînd prin analiza unor cazuri particulare se „întrezărește“ relaţia 
dorită. Procesul prin care se deduce această relație poartă numele de 


inducţie (incompletă). Relaţia nu poate fi acceptată decit pe baza unei 
demonstraţii prin inducţie completă. Unele din problemele din acest 


capitol vor fi tratate în două etape: 1) inducția, 2) demonstratia prin 
inducție comipelă. Vom prezenta trei variante ale raţionamentului prin 
inducţie completă. 

În tot acest capitol vom nota cu P(n) un predicat definit pentru orice 
n>a(neN, ae N). De obicei a= 0 sau a= 1. | 


§ 1. VARIANTA 1 
(vezi manualul de algebră pentru clasa a X-a). 


Fie P(n), n > a, un predicat. 

„Dacă | 

1. propoziţia P(a) este adevărală și 

2. oricare ar fi n > a, implicația P(n) > P(n + 1) este adevărată, 
alunci oricare ar [i n > a, P(n) este adevărată. 

Observaţie. Etapa (1) poartă numele de etapa de verificare. 

Propoziția de la-punctul (2) se scrie prescurtat astfel : P(n) = P(n + 1) 
(n > a). Pentru a verifica implicaţia de la punctul (2) se arată că în 
toate cazurile în care P(n) este adevărată (n > a) rezultă că P(n + 1) 
este adevărată (în celelalte cazuri ipoteza este falsă și deci implicaţia 
este adevărată). 


rr i 3 1 
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“In practică se raţionează astfel: 


să demonstrăm că P(n) este adevărată și presupunem că P(n) este ade- 
vărată. Este numai o aparență, căci în etapa a doua se demonstrează 
0 implicație arătîndu-se că în cazurile în care, evendual, Pin) este ade- 
E „xărată și P(n + 1) este adevărată, 

aa i Pentru verificarea implicației de la punctul (2) se exprimă întii 
za P(n+- 1), înlocuindu-se n cun + 1 şi apoi se caută „prelucrări“ ale lgi 
P(n), astfel încît din P(n) să rezulte P(n + 1). Problemele care urmează 
vor fi astfel selectate încît să ilustreze cit mai bine tehnica demoastra- 


{iei prin recurenţă, fără a fi necesare cunoștințe foarte specializate dia 


alte capitole. | l l 7 


f 


I. Egalităţi 


Menționăm că în problemele in care apar sume al căror număr de 
termeni depinde de n este foarte important pentru stabilirea lui PQ 
-şi P(n + 1) să știm ciţi termeni are suma corespunzătoare in Pin). 


A 


În toată această parte n e N. : 


F caii Exerciţii 
tal 1) Să se arale că pentru orice n > 1 avem: 
A i n(n + 1) 


DEEA e 03 E a Ha = a a paie 


ca © Soluție. Notăm cu P(n) egalitatea din enunţ. Membrul sting al ega- 
lilăţii conţine n termeni. 


Avem: P(1): 1? = (—1)°. 


„P(l) este adevărată. 
Avem: P(n + |): 


sii adică 1=1. 


PP d 
i d 


[2 — 224 324 + (—1)in 4 (l)n t D= CDRH 


Fie P(n) adevărată, adică; 


i AE ie Bo pie fi e A a (= BOLD, (a) 


- 


- „Presupunem că P(n) este adevărată. Vom demonstra câ și Pin + 1). 
“este adevărată“. S-ar părea că se comite un viciu de rationament. Vrem 


s 
d 
i 
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Lat: 


E 00 
că A 
a A 


E Saad în ambit dei bei ai egalităjii (a) pe (en 4 pe (această 
P adunare este sugerată de forma lui P(n + 1)), obținem: 


AE prize ye —1(n + 1)? = (—1)"- EET 


e ci tă (n + ye 


SEN y k 


`= 01n + pipita cmerne a adică P(n + 1). 


„Aşadar, P(n) = P(n + 1). 


; 2 0 
2) Fie A = k s) Să se calculeze A". 


Soluţie. a) Inductia. Avem : 


) 2: 
PTE li e a că 
0 9 0 g | 
“3 
` A? S AA =| 9 
0 F 
ke Ni se sugerează propoziţia P(n) : 
E i 7 i 
i i 4 = [6 a; 
si | 0 3 | 
f saD) Demonstrația prin inducție complelă. Propoziția P(1) este ade- 
aut! vărată. 


po Dacă A" = k sa). atunci AAAA -{ ) 


0 af 
Sa „Deci P(n) P(n + 1), 


Fia 7 $ a l + Fi i + z i R 

9) Fie. malricea A= |0 1 1]. Să se calculeze A". 

e PRR IRI: KA i 1 

8 Metode de rezolvare a problemelor de matematică in “Uceu — cd. 171 33 


ia, pam e (DE = 


n = 2 — Cer 
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se pot scrie aaa, 3 = E 6 = 


SS T 


- Sotuţie. a) Inducţia. Avem: Tit a A | 
ia | E ii ne Id citi E e E RR. 
A=AA=[0 1 2]; 4 =AA=lo 1 3]; [e | 
00 1/ s 0 0 1 m] 
(0. 40 0 5 10. 
At = A5 A'l O |] s, Ate A4=lo a ah | 
i 0-0 1 | (AI | Bi 
_Observînd că elementele È> A 6, 10 "i linia Îîntfia şi iiaia a treia) € 


1-2 4-5 . ` A 
5 A 10 = Ti ni se sugerează ur- 
mătoarea propoziţie : | 


(n — ija“ 


| l -n > 
P : : ñ = i 
(0 să 0 1 n 
09 1 


b) Demonstrația prin inducție completă. Propoziția he este, evident, 
adevărată. 


i piinu 
Pr opoziţia P(n + 1) ae „A”! = |o | TE 
= 0-0 ] 


Să presupunem că P(n), adică SEa 


C- (n — 1)n 
Á’ = a ste adevărată 
j ia e e i 
00 1 


2 
Ate ADE a 9, 
A A Are 0 1 nA+] 
3 ` 


0 0 p i 


3 adică P(n + 1) şi deci P(n) = P(n + 1). 


T 
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DI a. m pr Caii! i 


F 


4) Să se afle derivatele de ordinul n ale următoarelor fencţii I 


(1) h(a) = 2"; (@ > 0 şi a # 0) 


(2) hæ) =a + x); e>) 


(2) f(t) = e* (« 0). 


încă Sottaţie. (1) a) Inducţia. Avem: 
REN $ 


fi(£) = aa”: 
(a) = afa — ae 
v(x) = a(a — 1)(a — 2), 


Ni se sugerează propoziția P(n): [((x) = a(x — 1). (e — n + 1) 
b) Demonstrația prin inducție complelă. Propoziția P(1) este ads- 
vărată. i 
Propoziția P(n + 1) este: f(**D(r) = ala — 1) —(a — n + haz — 
Se n)za-s-i, f a 


Să presupunem că propoziţia P(n), adică egalitatea f((2) = afa — - 
_—1)..4e — n + 1)z*? este adevărată. 


Avem: f)(x) = [[X2)/ = ala — 1)..-(a — n + I)e — nr”, 


adică P(n + 1). Deci P(n) = P(n + 1). 


"În mod analog se demonstrează: 


— 1)! e Fi nag 
f(z) = (yp şi [Ray = ahecz. 


Ii. Inegalități 


Cel mai adesea inegalitățile care se verifică prin metoda inducției 
complete se prezintă sub formă 4, < baP(n). Trecerea de la P(n) la 
P(n + 1) se face de obicei în modul următor. Se demonstrează că din 


ap S b, rezultă apus S Caya. Se verifică în continuare că Cai S Pasi: 


Ţinind seama că duşi S Cozi ŞI Casa S Dne aplicînd proprietatea 
de tranzitivitate a relaţiei de ordine, rezultă a, S pa adică P(n + i}. 
Consideraţiile rămîn valabile dacă se înlocuieşte semnul < cu sem- 


mul <, sau semnul >, sau semnul >, 


Exereiţii 
1) Să se arate că oricare ar fi numărul nalural n > 4, avem 2” > na, 


Soluție. Propoziția P(4) este 24 > 4? și este adevărată. 
Propoziția P(n + 1) este: 2+1 > (n + 1)2. | 
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On € 
Pi e ambii membri ai acestei inegalităţi cu 2, obţinem 2"*: > 2n2, 


EN “Vom demonstra că 2n? > (n + 1)’, adică nt — 21 <E >O Răcăei. / 
A Bea nile ecuaţiei n — 2n —1=0 sînt ns = 1 2. Cum n >4 şi 


afara rădăcinilor. 
4>.1 2, rezultă n > 1+4/2 și deci n este în afara răc 

TE an fai 2n — 1 > 0, adică 2n? > (n+ 1). Din 2" >2n? şi 
0 Orb > (n + 1); rezultă ana > (n + 1), adică P(n A 1), De P(n) = 


= =œ P(n4 1) | 
i 2) Să se demonsireze că oricare ar fi numărul nalural n > 1 evem: 
; ni ki: 1 1. 1 5n za 2 | 
A adi ni paas th me ae Pa Le 
i r TT al a 2i r 
KA SA l ZETTEN ME 
- Soluļie. Propoziția P(1) este A şi este adevărată. 
Propoziția P(n + 1) este 
1 i è i 1 5n + 3 
; Ftit or FU Sana: 


Sa presupunem că propoziţia P(n), adică inegalitatea din enunt, 
este adevărată. tacă în ambii membrii pe 


oblinem: 


Ps a 1- 1 5n— 2 1 
Æe 48) PTET As ari F S a 


E ! n! (n41 © 2n (n 

dacă Vom arăta acum că: 

ENE SR eri „5n+4+3 
b) = + tă, 

ua aa 2n (n + 1)! 2n + 2 $ 

$ „Imegalitatea. (b) este echivalentă cu inegalităţile 

kei i D e a 
Š e al EE -$ 1 aa FI 
E (n41) ` `2n 2n +2 my 2 
Anar AOE | 10n +1 A p 1 
ERED —— < ; TTN 
yn. (n+ 1) + 200 +1)” AMR? < 5n + a 


da PR -Ultima inegalitate este adevărată DD ee en ai < 1 (este subunitar 
esf ți n 

sau 1), iar Sn+ > Po 1 (este Supraunitar) şi deci inegalitatea (b) este 
adevărată. | 
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să predupilnema: că propoziția Pin) este adev arată, adică 2" > nz, 


d 


ke 
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fi Deci P(n) = P(n +1) 


Din si și 0) rezultă | | 
1 1 5h + 3 ; 
er, ia ph aL, adică P(n+ 1) 
TE zt A E e A 20 +2. ia F 


i III. Probleme de divizibilitate 


Pentru rezolvarea problemelor de divizibilitate reamintim urmă ` 


toarele propoziţii. 

DI. Numărul natural b + 0, divide numărul natural a (se scrie b | a), 
dacă exisiă un număr nalural k asifel încît a = bk. 
_D2. Fie a, b, d trei numere natural (d 4 0). 

Dacă dļa şi d| b, alunci d|(a + b). 

- D3. Fie a, b două numere nalurale şi p un număr natural prim. „Dacă 
p iab, alunci ps sau p |b. 


_ Exerciţii. 


1) Să se arale că oricare ar fi numărul natural n > 1, 9 divide pe 


4 4+ 15n—l. 


Soluție. Nolăm cu P(n) propoziţia „9 |4” +i i5n — 1“. Aceasta în- 


| “searmnă că există k e N, astfel încît 4” + 15n — 1 = 9k. 


Propoziția P(1) este „9| £+ 15 — 1“ şi este adevărată. 
Propoziția P(n + 1) este „9 | 4"+1 + 15(n + 1) — 1“ adică „9 | 47+! + 


n ie 15n + 14“. Presupunînd P(n) adevărată, deducem 4* = 9k — 15n +1 


şi ţinînd seama că 4"*14+ 15n +14 = 42.4 + 15n a 14, rezultă: 


qi + 15n + 14 = (9k — 15n + 1)4 + (15n + 14 = 9-4k — 45n + 
+ 18 = 9(4k — 5n + 2), adică gara + 15n + 14 se divide cu 9 și 'deci 
avem P(n + 1). Așadar, P(n) = = P(n i 1). 


2) Să se demonstreze că oricare ar fi numărul natural prim p şi oricare 
ar fi numărul natural n > 1; p|(n? — n). 

Soluļie. Vom raționa prin recurenlă asupra lui n. 

Notăm cu P(n) propoziția „p | (n? — n)“. 
. Propoziția P(1) este „p|(1 — 1)“ şi este adevărată. 

Propoziția P(n + 1) este „p| (n + 1) — (n + 1)“. 

“Să presupunem că P(n) este adevărată. Aceasta înseamnă că există 


= k eN, astfel încît n? — n = hp. 
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î A © Avem, ţinind seama de formula binomului lui Newton: pa 
E Eran (n + 1)? — (n + 1) = n? Cine-i p Gn A H Corin 4 

fr : i zii SRC N dau mut at 5 

: o CR sud | 

NN + Cin = m n + YO Cin = m —n+ D a D:a: alkeet ER Dal F. H 
s Reţinem: I <k <p. ` 

E Numerele C! sînt numere naturale și cum p > k, deducem că toți 
j factorii primi ai lui k ! sînt mai mici decît p şi deci uu divid numărul! 


(p — ip — 2)...(p— k & 1) 


prim p. Rezultă că numerele „pe care le vom 


ki ' 
nota cu o, sint numere întregi. 
Rezultă : 
| EEEE LES, 
i: P. = = 7 p= s =x 
(n+ 1 (n+1)=n n+ po i 
k=1 
= kp + De = p(k + Sa): 


k=1 


Aceasta înseamnă că plin + 1)” — (n + 1), adică avem P(n + }). 


a, = Deci P(n) = P(n + 1). 

; e: ` Observaţie. Dacă p nu divide pe n (n şi p sînt prime între ele) atunci 
|: "plin? — 1) (Teorema lui Fermat). 

| Într-adevăr, dacă pl(n? — n), adică p| n(n? —!) şi ptn, atunci 
ti E 

i 3 p(n? — 1). 

E i$ 2. VARIANTA 2 

În RA MIRE (vezi manualul de algebră pentru clasa a X-a) 

ji 

j; Fie P(n), n > a, un predicat. 

2 Dacă 

o 1. P(a) este adevărală şi 

|: 2. oricare ar [i ke N, astfel încii as k aliati at DU = 
ăi < k <n, implicația PU) 
PE = di i -+ 1) este adevărată, pe | 

i : atunci, oricare ar finga, P(n) este adevărată, 

parta SA 
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a 


pa ae i, alia oa 
re ad vita T 


ay 


s^ 


A Ben amr le e 


tite Pee i-a a i 


Exerei Mii 


1) Să se determine funcţiile f: Nt = N* care indeplinesc condițiile + 


2) f(p) = p, dacă p este prim, 
b) nm) = f(n) f(m), oricare ar fi n, m e N*. 


_ Soluţie. Inducţia. înlocuind în relația (b) pe-n cu 1 și pe m cu 1, ob- ! 
Tinem f(1) = f*(1). Deoarece [(1) z 0, rezultă f(1) = 1. Ținînd seama 


de (a), deducem f(2) = 2, f(3) = 3, f5) = 5 etc. 


Folosind (b) obținem (4) = fQ). KE = 4, [(6)=— (2: 7 = f(2) -[(3) = 6. 


Ni se sugerează propoziția P(n): „f(n) = n“ (n > 


Demonstrația prin inducție complelă. Propoziția ft adică fG) = F, 


este adevărată. 


Să presupunem că propoziția P(k), adică f(k) = k, este adevărată 


oricare ar fi k, astfel încît 1 < k < n. 

Dacă n + 1 este prim, atunci f(n + 1) = n + 1, adică avem P(n + 1). 

Dacă n + 1 nu este prim, există 1 < kı < n+ 1şil <hen+i, 
astiel încît n+ 1 = kka. Deoarece k, < n şi ke < n, avem Î(k.) = k 
şi fka) = ka şi deci f(k, kı) = f(k,)-f(k-) (condiția (b)). Rezultă f(n + 1)= 
= kirka = n + 1, adică P(n + 1). Așadar, implicația P(k) > P(n + 1) 
este adevărată oricare ar fi k, astfel încît 1 < k < n. 

Demonstrația arată că dacă există o funcţie f: N* — N*, care în- 
seplineşte condiţiile a) și b) din enunţul problemei atunci aceasta este 
funcția f(n) = n. Cum această funcţie verifică condiţiile a) şi b), rezultă 
că singura funcţie f: N* — N*, care verifică aceste condiţii este func- 


ţia rín) = n. 
2) Să se determine funcţiile f: N* — N*, care îndeplinesc” condiţiile + 
a) f(k.*Ka) = f(k.)-[(k2), pentru orice k, e N* și k; e N*; 
b) k, < ke e < f(k); 
c) f(2) = | 
Soluţie. ETN Din condiţia a), în care facem k, = 1 şi ka = } 


obținem f(1) = f*(1) și cum f(1) # 0 o deducem f(1) = 1. Condiţia c) 
ne dă f(2) = 2. 


Dacă în condiția a) facem k, = k, = 2 obţinem f(4) = (2) (2) = 4. 


k- Ținind seama de condiția b), avem 2 < 3 < 4, f(2) < f(3) < f(4), adică 


2 <f(3) x 4. Rezultă f3) = 3. 
= Ni se sugerează propoziția P(n): „f(n) = n“ 


Demonstrația prin inducţie completă. Probczitia P(1), adică f(l) 1 
este adevărată. 


Să presupunem că propoziţia P(k), adică f(k) = k, este adevărată 
pentru orice k, astfel încît 1 < k <n. 
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Dacă n + 1 este par, atunci există k, astfel inch 1 <ksnşin+ 

il 2k Rezultă f(n + 1) = A2) = PU) = 2k = n+ 1. 

Dacă n -+ 1 este impar, atunci există k, astfel încît 2k < n+ t< 
< 28: 4+ 2, adică n4 1 =2k +41. Deducem că f/(2k) < fint iba. 

-< Rk + 2), adică 2k < f(n + 1) < 2k +2 şi deci f(n + 1) = 2k + 

L+l=n+ 1. Aşadar implicatia P(k) > P(n 4 1) este adevărată pen- 

tru orice k, astfel încît 1 < k <n. 


§ 3..VARIANTA 3 >o E 

Fie a și k două numere naturale fixale și n e N. 
patra» e ză Dacă . i 
IRA „1. propoziţiile P(a), P(a + 1), ..., P(a+ k) sînt adevărate şi sd 
a: „2. implicaļia P(n) > P(n + k) este adevărată pentru orice n > a, 2$ A 


PIA 


ałunci propoziția P(h) este adevărală pentru orice n > a. 


A KT a 
E i i, 


Exerciţii 


e 
= 


[SI SR IE 


WaT 1) Să se arale că orice număr nalural n > 2, poale fi scris sub forma 
aas -~ n = 2h + 3k., unde k EN şi k € N. i l i 


$3 -` Solutie. Notăm cu P(n) propozilia din enunţ. 
© Propoziţiile P(2), P(3), P(4), P(5). P(6) sint adevărate căci: 


2 = 2-1 +30 (kı = 1, k, = 0) 


à 
s 
a 
È 
[i 
pai anca A 
$ ot a 


3 = 2.0 + 3-1 (kı =0, k = 1) 

e 4 = 2-2 + 3-0 (kı = 2, ka = 0) | E 
a a p= 21 +31 (kh =I k=) E3 
ad | 6 = 2.0 + 3:2 (k= 0, kı = 2). ; 

© = Vom demonstra în continuare că implicaţia P(n) > P(n + 5) este $ 

„„ adevărată pentru orice n > 2. - i pe 
Propoziția P(n + 5) este: „n + 5 = 2k; + 3k, unde k; € N și k €N. rar 

Dacă propoziţia P(n) este adevărată, adică n = 2k, + 3k, atunci dă 


n + 5 = 2k, T 3k: + 5j == 2k, + 3ko + 2 + 3 = 2(k, + 1) + 3(kz + ra | 
oot D = 2k + Sh unde k= k tgi ke khl |Deci Pane ske 
` = {Pn 4- 5). E î 


2) Săse arate că peniru orice număr nalural n, există m numere nalu- A 
ae rale Sa E o.s, Em cu proprielatea că e, e {—1; 1} (1 < k< m), astfel +a 
Si d n= ca-l Aee E.. d éamh? (1 i E 
AEE 40 t Gi 4 | k . | r l z A 4 
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` Solufie. Notăm cu Pin) Bropozitia dik? enuiiti. TE 
„ Propoziţiile PO), PU), PE) și Pt 3) sint adevărale « căci : 


O= 114 de dap De 6047 a 
EI Aa a ln ia a 

Dna fè 198 — Bi 42 | | 

3 = aţa 2, 


Voin arăta. în continuare că implicaţia P(n) = P(n+ 4) st: ade- 


vărată pentru orice n e N. În acest scop, vom line seama că 4 = (m+ 
+ 1) (m + 2) — (m + 5) + (m + E Să presupunem că P(n) 


este adevărată, adică n =.ē;1? P E222 H nsa F Emm? Rezultă : | 
n 4 = cal head . + exmè + 4 = eil? 4 e2 + 
+ Fean? + (in, + 12 = (m = B — (m + 3P + (m + 8, 


“adică P(n + 4). Deci 


P(n) = P(n E 4). 


§ 4. ȘIRURI DEFINITE PRIN RECURENȚĂ ` 


] 


I. Definiţii prin recurenţă 


Fie S o mulţime de numere naturale consecutive (de cele mai multe 


“ori S= N sau S = N*). Vom spune că un șir (Ta)nes este definit prin 
„recurenţă dacă sînt daţi un număr de termeni consecutivi de la începu- 
= tul şirului și o relaţie (numită relaţia de recurenţă) cu ajutorul căreia 


putem afla orice termen al PAI În mod unic, dacă se cunosc termenii 
precedenţi. gži ia "A 

Exemple : 1) Fie M o mulțime pe care este definită o lege de compoziție 
„internă nolală cu =. 

“Definim compusul Tok Ta, „ET, prin relațiile: 

a) 1 = Tike ; | i 

b) Lya , T dau ! s (xika . e SET) Cazi 


- 2) Fie (Aa)en un șir de mulțimi. 


n 
a) Definim şirul (Ă,)uen: Xn, = UA, în modul următor: 
s i k=1 


1. Pentru n= A4; Xi = Aa şi. 


4] 
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2) As = A As -e U An U Amr 
k=1 


l b) Definim şirul (X,)nen. Xi — DA în modul primato d i 
1]. Pentru n = l, X, = Aşi k=l. | | l 
2 SHAN A N oe N Aa) N Aani E 
3) noni șirul (ase de numere reale în modul următor t | 
|. t= a; 


” 
2. Iasi = Ta -+ a:r2, 


4) Definim șirul (*a)aeN de numere reale în modul următor i 
l. te =a, T,= b; 
2. In + 2 = Ingi F In 
5) Definiţia progresiei aritmetice. Un șir de numere reale A Ip se 
numeşte para aritmelică dacă : 
|. Ta = 
2, Za = Ta + r (numărul real r se numeşte rafie). 
6) Definiţia progresiei geomelrice. Un şir de numere reale (1a)sen, 
se numeşte progresie geomelrică dacă ` 
1. 2, =a; 
2. asa = Taq (numărul real q se numește rafie). 


II. Probleme în legătură cu şirurile definite 
prin recurenţă 


1. 'a) Fie (Ta)nenN O progresie aritmetică cu rația r şi Ze = a (exem- 
plul 5)). Să se exprime z, în funcție de a și r. A 


F b) Aceeaşi problemă dacă (Zsa este o progresie geometrică cu Ae 
— rafia q. l A 
a) Inducţia. Avem: | A 
t =t tr =at; - d 
t= tr =sapryra Aar; “E 
o Ba Sarat +r=a+3. “3 
S-ar părea că z, = a + nr (propoziţia P(n). sa ţ 


Demonstrația prin inducție completă. Propoziția P(0). este adevărată. 


- + Î mm ei Sari n ata cea 


CE Scanned with OKEN Scanner 


n e È PR 3 
= NEN r a 
` E ET SRR EEA 
EE NS | a 2 A iapa à 
T NAN pa i: 
e de. i > zi si i NE ri 
st i N Sai - Fa Apia x A i 
t. Y i a TIE RA 3 H 
7 pars DE ac să 
ESY a ARM ` ` E Poe ae eri i, “a 
` - A ta 
în o zi e RER: 


PT ape d e o "pe 


-Jo 


Propoziția P(n + 1) este za = a+ (n+ 1) 0 
Fie z, == a 4 nr. Cum £pi = Ta +T; | 

rezultă : WE Ex | i 
Za =a 4n -+4r=agitn + ir, adică P(n + 1). 
b) Raționind în mod analog ca la punctul a) obţinem z, = a.q”. 


2. Să se studieze convergența șirului de numere reale (Xa)neN, definit 


Pany se V2 + za, oricare ar [i ne N. 


a) Afonolonia. inducļia. Avem Xo = JZ Ti = V2 -1 ai Ta = 


= A + V2 + RE- ete. Se observă că To < Tı şi ti = 2 + JZ, ZI = 
Pe, ră Vo +a Rezultă r? < z$, căci 2+2 < 24+ Vo + /2% 


s2 < V2 + Jay deci 7, < Tz. S-ar părea că șirul este monoton 
crescător, adică Za < Zaza (P(n)) oricare ar fi n e N. | 

Demonstrația prin inducție completă. Propoziția P(0), adică ze < Zu 
este adevărată. 

Propoziția P(n -} 1) este Tazı S Za: 

Să presupunem că propoziţia P(n) este adevărată, adică Ta < Iagr- 

'Deducem qt, + 2 < Ta, + 2. Rezultă Ta F2 < Via +2, adică 
Za +a < Tns i 

Deci P(n) = P(n + 1). «i 

b) Mărginirea. Inducţia. Observăm că To < 2, 2 = 2+2 <4 gi 
deci r, < 2. De asemenea B =24 V2+ 2 <2 +2, adică 2 < 2 
S-ar părea că Ta < 2 (P(n)), oricare ar fin eN. 

Propoziția P(0) este adevărată. | 

Demensirajia prin inducție compielă. Propoziția P(n + 1) este Tag < 2a 

Să presupunem că propoziția P(n) este adevărată, adică Tą < 2. 


Rezultă t, +Y 2t < J2 F2 = 2, adică Zsa < 2. Deci P(n) = 


= P(n =+ }) , - 
Deoarece z, € [0; 2] şirul este mărginit. 
e) Calculul limilei. Şirul fiind monoton şi mărginit este convergent 
şi deci există l = lim ay = JiM dau: 'Trecînd la limită în relaţia de re- 
jo 90 nə% P 4 


curentă (relația (2) din enunţ) obținem : 
l= 2+ l. Rezultă I = 2, adică lima, = 2 


m>% 
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Apei NA Propoziļia Pin + 1) este Tap => Spt 


Jea, K l 1 F 
ae a Tavi = z (at Tu) = 


IA ; Fie şirul de nimer iere PE BEA Ca def iit asife el: aa E Ra 
ide, Py a O ps TAOTE bai o; 


oo, Ëa i ed În 


{yt 
Să se arate că Tae ik + À A | n > 0 
„ (propozitia P(n)). 


Soluţie. Propoziţiile P(0), P(1) SIRE adengrnte, 
zl ră o. i 


gn+ı 


CE Scanned with OKEN Scanner 


Să Pan idee că propoziţia PU: pentru orice k € N, astfel încît 
1 sk sn, în particular propoziţiile P(n — 1) şi P(n) sînt adevărate, 
va i N 


` 


2 (197 af, i 
Dă i ŞI Ta = — i ceată (Ci 
ae sit a] ao pt SE]: 


` 


Din condiția (2) deducem : ; 


$ 
\ 


Pape G tiy Stea 


j 

"Deci P(k) = P(n + 1), k < n. Cum P(0) este adevăratā, rezultă că 

P(n) este adevărată pentru orice n e N, ai 
ARE S-a aplicat varianta 2. 


m Integrale care se calculează prin recurentă 


te, M Fie şirul cu cai general 


I, = Şsin" x dz(n e N). Avem: 
a) lo = f sin? x dz = -fdz=ași Îi = [sina dr = —cosg; 


b) să, şe slavilească o relație de recurenţă Lasch Tica în. 3 2ki 
o€) să se calculeze l, şi ly | 


„Soluţie. b) Avem; 


= f sin" x i = = J sim x sinr T i P 


pe Dacă f(a) = simi, fæ) = (n — 1) sint- zicos.z, 92) = sin x, 
Tara oly —cos t, atunci, aplicînd formula de integrare prin părți, obținem : 


Pg — simi a cosg + (n — 1) f sinx cos? xdr = 
= — sineta cose + (n — 1) f sin” z(l — sin? x) dz = : 
RAE = — simi x cosg + (n — 1) f sin"? r dr — (n— 1) f sin" x dz. 
39 Deci Ja = — sin” e cos t + (n — Ilas — (n — la. 
R Rezultă | 
EAE nl, = — sin" x cosg + (n — 1)Ia-s şi deci 
= la = tiin — Dia "— sint Teos zh (A) 
c) Cunoscînd Ie = z ṣi I, = —sin z, formula (A) permite să calculăm 


orice integrală din șirul (Z„)nan în funcţie de termenii precedenţi. 
| 1 f aT E cdi e 
Pentru n = 2, avem I, =— (le — sin z+cos x) adică f sin? xdr = 
2 


1 g 
= — (x — sin x cos x). 
2 pm ră 
Li 1 e 
Pentru n = 3, avem l, =—[21, — sin x 
„3 pa 


_— sin? z cos a]. | 

Propunem cititorului ca, după modelul acestui exercițiu să găsească 
-o formulă pentru calculul integralei din. şirul cu termenul general Ja = 
„= [cos x dx (n e N). 


KE 2, Fie şirul cu lermenul general 
3 _ dr i 
E. e I, = \———— (n 2 1). 

i y 5 fa -+ a) S ' g ) r 


1> x 
a) Avem I, = —arctg—. 
a a . e: 


~ bp) Să se slubilească o formulă de recurenţă între Ina și In 
c) Să se calculeze Ih. i 


: Rezultă fT) = 2i meaai 
(x3 + a) (e) (x? + apr: 
“Dacă g'(x) = 1, atunci g(x) = x. Aplicînd formula de integrare prin 
l părți obţinem : 
f | dr E” 2nf xi dr e 


(x? + a) di (x? + q') (x? + ari 


i + 2nf si — 2na să NINE, 
(22 + a) (x? + a)" (x? + apti 


Solutie. b) Fie fa) s 


a 
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cos z] = =[— 2 cos t — ` 


pie iai ae ea acă A ti 

is: A (a pi terti $ l | A Da | 
Ec a i ezită 7, +:2n Îş.:-:2ha'la i Şi .deci: +: 
Da e a | 
f i | A ca ca (an — = n E 

| È wa Inn = EPES (2° = a 


c) Pentru n = 1, obținem: 


OEE M E- E L| şi deci 


Piri E mei 2a? &t + a? 


Cori A = + Zaretg2| 
(2 +a) 2a? | r? + a’ a l a 


CIV. Calculul unor sume 


1. Sume de forma 


1 1 
aea ar aaa OE 


(k ek", m e N*). l - 
ideea centrală a i i sumelor menlianate este scrierea număru- 
1 Le să A N 5 i 
lui EP ] sub forma ft şi înlocuirea succesivă a lui k, cu 
m \ ara ; 


1, 2, ..., n. Modul de zl pute din următorul 


Ezempiu. Să se calculeze suma : 


w > Ra 1 1 i - 1 
n Seat gat ot SR 
1-3 1 2-4 n(n + 2) k(k + 2) 
ia k=1 i 
Soluție. Fie sue eseu LE + R Rezultă 
k(k + 2) c k42 á 
1 HA+B) +24 
kk 2) RR) i 
i j şi deci sistemul 
x A+B=0 B a 1 
© . Deducem A => si B= 4 
pe | 2A =] fa ah și 2 
K Mei „Rezultă a da A EP . 
E AR DR kik 4+2) 2lk 442 
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aie, egalitățile : | - A PE 
| i fa 1/1 1 
4 | Ata (La e e ap 
n | t3 2\i 3 ; i 
l 1/1 i | 
iri E =] (2) 
2-4 212 4 | 
A. | i a -ia | i 
= la 3] (3) 
3-9. 2 |3 5 
nri a z] | | (4) 
4-6 24 6 | x 
N EOE ah =; ly 2) t (n — 2) 
aP T = (m — 2)n 2 |n —2 n ' 
1 x “| E ) (a fi 
(n — liyn +-1) 2 \n—1 n+ i 
i 1 1:1 1 l 
w n(n + 2) ar zal (2) 


Adunînd membru cu membru cele n egalităţi, observăm că dacă 


a i 1 3 1 3i 
dăm factor comun în membrul drept pe z „atunci EA din (1) se reduce 


cu Š din (3), -4 din (2) se reduce cu- din (4), ae A (n — 2) se 
i n 


reduce cu Ea din (n). Este foarte plauzibil că -4 din (3) se va reduce 
n 
cu A din (5), — din (4) se va reduce cu din (6), l. din (n — 2) 
5 6 6 a— 32 


i 1 i > 4 
se va reduce cu — din (n — 4) şi 
i n— 


7 n—2 


cu — - din (n — 3). 
Ea: A —1 l 


`; din (n — 1) se va reduca 


Aşadar, prin sumare, obţinem : 


| 4 1 1 1[3 on +3 
E AEE A 1 | RE E UER | 
| 2 (n + 1)(n + 2) 


47 


Tntocuind în ultima egalitate pe k cu 1,2,3,4,n — 2, n — 1, n obţinem ri 
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ă pentru aflarea sumei S s-ar părea că nu 
omplete şi te aceea este denumită in unele 


șirului de egalităţi şi se operează în tot şirul Ey 


pu de egalităţi. Un raţionament complet ar trebui făcut astfel : A 
„În ipoteza că reducerile observate se fac pînă la egalitatea (k), 
t< k< n, atunci ele se fac pînă la egalitatea (n)“. Acest fapt este însă 
T: atit de evident. încît în practică acest raționament se neglijează. Aşa p 


vom proceda şi noi în continuare. 
"h Propunem cititorilor, ca după modelul acestui exemplu să calculeze 
suma 


kas 


* i n E 1 
1 1 1 N 1 

S = ce Pe . . o = eg 
“urit Pita + n(n + 1) Dra A 
= l 


2. Suma de forma 5, = IE DE sai ț nt, 
Fie n e N* şi ke N. Notăm ' 


Sus 124 n n, Avem: ba A ace aa 


aE e e e E a E a E T a E deci ERE Sr 
l l S = n. S i ao dă 
și, 17. Aflarea unei relaţii de recurenţă între S, şi Silir wers Mii Do 
i {k> 0). 


Conform forimulei binomului lui Newton avem: 
+ Îi zi + Cat + Chatt + + Curl. 


_ Înlocuind în această egalitate succesiv pe x cu 1, 2, 3, ..., m obţi- 


> nem . | - k 
284 = 18% t Chal? + Chat H ae H Oal HN. (1) 
pă eri m 2 Cat Cip ACI 0) 
ia a $ qi — dir J Ci 3e- Ca 3-a Era CE,,3 +1 E (8) 


Å. . » è >ù o o y- 
.- . ss è ., 9% > ò . ù% . . e. ù . e a 


n In = n ar Chant + Canta a Chun 1 (n) 


Însumind cele n egalități membru cu membru şi ţinînd seama că 
„ numerele 21, 35a, .,., nt! se reduc şi dînd factori comuni pe co- 
~ = loane obținem: ga 


(n + Înot = 1 + Cir Su + Cisi Saca PE = CiS; 4n: 
Di în i 
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PR, a: ... > i EN.. : a apa Wa " 

t a + s ST Ei 74 
3 rat E P aJ , 
à e saci sc ei Seaca eat te x 

ă a * în S a % pr i, 

=- $ Yay NA iei 7. y 
j ske, e. i Ş i 
' v or t 4 s > i t x 

H i i VER A g 


k+ ~ 


| 20, Aflarea sumelor Sy s,, Sa 
E. = a) Dacă k= 1, obținem F m 


A R 
Bj S = in + 1)? — 1 = 5] = ln + 2n ui Deci ai ae 


xi ia PTA t | i 1 

P S S = — (n? + n) = 
Sai 2 t 
Epi : 4 


x 4 1 
Aşadar S, = 1 + 2+ netas Sr, 


n(n + 1) 
eP 


` b) Dacă k = 2, obținem: 
b i o Betis, -s= gar -1 
a CER o 
să i 2 „ 


Ag Rezultă : 


n - 7 Ci n E à | N 
-R i | 5 Dn + 1 
k =1 ao 


c) Dacă k = 3, obținem: | | me > oc N 
S, = [nF —1 — CAS, — GIS, — Se) 
“ Făcând calculele obţinem: | 
3 TE a _ Minti), 
SP to Se = me - 


k=1 


= Ín mod analog se calculează 
E Su Si . X etc. 


E Metode de rezolvare a problemelor de matematică în liceu — cd. 171 49 


~ 


(n ai pen ar e. a Chp, 9r- + Aa lia — CES, A So]. S 
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tt ~ 


a. Aplicati în legătura cu sumele „Se ara N 
a) Să se calculeze suma 
E. Seagate altija Ze i Ei, PEA 


b) Să se calculeze suma : 


Li 


S= 2-4 44:54 + nn + 3) = klk + 3), 
; k=ł 


© S= 1+2:3 + 2:34 t.. nn In + 2) = E k(k + D(R+2). 
i k=1 
Soluţie.:a) Avem : 


S = È k(k +1) =$ Pij p + Sk 


k=] 


$ Sı = REED 4 t 2 = MEDE + D tann D 


— Nn + 1Xn + 2) 
a re . 


~ 


b) Avem : l 4 
S= Ekk + 3) = ÈO + 68) = 25 + 6 Sk = 25,465, 
k = di k=1 
£) Avem 
n n m 
și 5 = 2 + Î)(k + 2) =A + 3k? + 2k) = E k” +3 5 k? + 
= j pt =l, k=] 
PR da. 25, + 2$,. 


pi soi punctele b) şi c) calculeie de detaliu le lăsăm pe seama citi 


4. Lie A 


Na, ft j a Și Bm două mulțimi finite, prim n elemente și i 
ERE limene aa | v prima cu lemente şi a doua cu m 


80 


Să se afle numărul funcțiilor f: A, —- B 


FA Soluție. Fie A, = {a, aș, n An} Şi Ba = (Bu ba...a, bal 


FE ad 


1 cu valori în A, sînt fila) = bi, falai) = bi, -o.s fmC) = ba, deci sînt 
| în număr de m. 
| “Dacă n = 2 şi A: = {@, az), atunci functiile definite pe A: cu va- | 
"tori în B vor fi de forma: | 
f: y gla) = bi = hla) 
ig i pi Qalla) = b 
P Q(t) =b, = hi) 
E ga(02) = b 


Qa(a1) = Jı = fila) 
Imla) = bn» 
Asadar, funcţiei f, îi „corespund“ m funcții definite pe A, cu valori 
în Ba. În mod analog se arată că fiecăruia dintre funcţiile fa, .- -s fm 
„îi corespund m funcții definite pe A, cu valori în Bu„.Evident că prin 
procedeul folosit epuizăm toate funcţiile definite pe A: cu valori în Ba. 
Avem, deci, m? funcţii definite pe Aa cu valori în Bm- l 
Ni se sugerează propoziția P(n): „Numărul funcţiilor definite pe Ap 
cu valori în Bm este m”. 


Demonstratia prin inducție completă. Propoziția P(1) este adevărată. 
Să presupunem că avem m” funcții definite pe A, cu valori în Bm- 


Fie Aaa = ta, Ce, . e èp An» s41? şi fi Aa — Ba: 


Funcţiei f îi corespund următoarele m funcții definite pe Anu ce 
valori în Bm- 


h(a) = f(a) hilan) = b1; ! 
h(a) = [(a-) ha(a.) = f(a) ` 
(am) = fa.) halaa) = flan) 


he( aaa) = ba 


haldı) aci f(a) 
J: n . h mlan) “2 (a) 

l halası) = bm i | 

Cum avem m” funcţii f: As > Bm înseamnă că vom avea mem” == 
= m”*! funcţii definite pe Any: cu valori în By (evident că prin proce- 


s deul utilizat epuizăm toate funcțiile definite pe Ası cu valori în Ba) 
E Deci P(n) > P(n + 1). ; 


5i 


` Jnducļia. Dacă n = 1şi A4, = fa}, atunci funcțiile definite pe Pa A 
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ia ECUAȚII = | că iata A e ae 
ea ia) şa OBSERVAŢII ASUPRA ECUAȚIILOR ALGEBRICE 


ȘI A UNOR FUNCȚII POLINOMIALE 


1.1. GENERALITĂŢI 
Fie A una din mulțimile Z, Q, R sau €. Mulțimea polinoamelor cu 
coeficienţi din A va fi notată A[X]. 


sI Numim ecuaţie algebrică cu 1 coeficienți din A, orice ecuaţie de forma 
af pz) = 0, unde : 


= n X” ts an- Xr- T A pg EXT de A[X]. 


__ Prin rezolvarea. ec uației algebrice p(x) = 0, se întelege Teterbinaria 
tuturor numerelor x € B 2 A, B fiind una din malihane Z 73, Q, R sau C, 
pentru care se verifică eg galitatea. Numerele z asife) determinate se nu- 
mesc rădăcinile în RB ale ecuaţiei. | | 


Deoarece oricare ar li polinomul pe A[X], se poate defini o funcție 
ATOM polinomială : 


f: B > B, f(x) = p(z), 


rădăcinile în B ale ecuației algebrice p(t) = 0 mai sînt numite şi zerou- 
*- rile funcţiei f. 


Li 


| A „Exemple: 1) p DE at Pa ZIX]. Să se rezolve ecuaţia pix)=0 : 


EE a) în Z, i . p a E 
Raie o b) în Q. i i 
ne ia primul caz A = B = A Cam pia) = 0 se mai scrie (x + 1)(2x — 
= — 3) = 0, rezultă că ceruaţia are o singură rădăcină z, = — 1. 
ia Înal doileu caz A = , B = Q, deci ecuația are rădăcinile z, = — 1, 
Par T Eta ANEI f | 


woo Pps ++ A Poti ia -2X +3 e R[X]. Să se rezolve ecua- 
Aa fy píz) = 0 în.R. i Eoi Fi 
ui „Observînd că p(x) = (x? + fe + (x — 1), deducem că egalitatea 
a e A = 0 se verifică dacă și numai dacă avem x? + J2 =t -1=0, 
„evident i:nposibil. Rezultă că ecuația p(x) = O nu are rădăcini în R. 
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è 


p. 


gradul acesteia. | 


i. -văzule de programa analitică pentru predarea matematicii la clasele 
- IX—XI], se reduce la rezolvarea ecuaţiilor algebrice. 


Sita Aa ecuației f(x) = 0. 

AOT zei 25% a i 
d Exemplu :. Ecuația RE -} af el sa O are în R ră- 
A, | pf r+i z: — 1l ma 

«= dăcina To = 3, iar în C are rădăcinile x; = 3 ; £t = i ; £t} = — E. 

DM ia dati Du `: a AN , 
"Definiţie, Fie E, E, părți ale mulțimi” € și functiile f: E > E, 


gi E, > C. Ecuațiile f(x) = Osi git) = Ose zic echivalente pe E = E, f} Ee 
© dacă au aceleași soluţii în E. E Aa 
„Pentru a pune în evidenţă echivalenţa celor două ecuații scriem : 


e “fa = 0 æ g(x) = 0, z € E. 


„= Exemplu : Ecuațiile pt — 1 =0 şi 1— 1 =—0 sînt “echivalente pe 
10; +- œ). 
E Facem observaţia că 
„vedere că f(x) = 0 este o egalitate n 
_ Propoziţie. Fie f, a, B [functii deținile pe E < C, cu valori în €. În acest 
„caz putem scrie M 
o (1) fœ) = 0 e f(x) + aa) = a: 
w, O Kz) = 0 + B(x) f(x) — 0, dacă (V) yE E, B(x) Æ 0. 
E , Demonstrarea acestor proprietăţi este imediată dacă avem in ve 
= dere observaţia făcută mai înainte. În adevăr dacă to € £ este o soluţie 
-Ca ecuatiei f(x) = 0, din egalitățile numerice (ro) = 0 şi a(10) = (To), 
“deducem fzo) d alto) = O + alto) = &(To), deci To este o soluție a 
ecuaţiei [(2) + alx) = ala). Rezultă cā mulțimea soluțiilor ecuației 
f(x) = 0, în E, este inclusă în mulțimea soluțiilor în E ale ecuatiei A(x) + 
S de al) ig glz). Reciproc, dacă 2' este o soluție în E, a ecuației f(x) + 
oa; -+ a(x) = a(x), din egalitățile numerice f(e) + a(x") = alx’) şi a(x’) ms 
Rri x(x’) deducem f(z) = 0: peea .ce demonstrează incluziunea inversă 


în stabilirea cchivalentei ecuațiilor avem în 
umerică, z fiind un număr din £. 


plecși, de grad mai mare sau ` AX 


(n general, rezolvarea ecuaţiilor, întilnite în diversele capitole pre- 


Definiție. Fie A < B < € şi functia f: B > C. Orice număr ty € A, 
pentru care se verifică egalitatea f(x) =0, se numește rădăcină sau soluţie 
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EUNA 


Eg a celor două mulţimi de soluţii. Deducen astfel egalitatea dintre muh 


r 
; 
-a 


țimea soluțiilor ecuației f(x) = 0 şi multimea solutiilor ecuației f(z) + 


+ ä{xz) = a(x) şi cu aceasta afirmaţia (1) este demonstrată. 


“În mod analog se demonstrează și afirmația (2). 

Consecința 1°. Fie ecuația A(x) + Bix) =0, ze E. Dalorilă pro- 
prietății (1) pulem scrie: | = sai 

Atx) + B(a) = 0 > A(2) + Ba) + (—B(0)) = —B(0), de unde de- 
ducem I i e: 

A(x) + B(x) = 0 < A(x) = —B(zx), ceeu ce demonstrează că, trecina 


„dintr-o parte în alla a unei ecuații un termen cu semn schimbal ecuaţia 


ebļinută esie echivalentă cu ecuația inițială. | 
Exemplu : Să se rezolve în Z ecuația 4x? + 2(x — 1) = (1 — 22) 
Putem scrie pentru ze Z.: i 
Azi + Yx —1) = r(1 — 27) e 4x? + Ar — 1) —2(U — 2r) = 0 = 
PE EE E PE E E E EET) 


Deci ecuaţia propusă nu are soluții. 


Consecința 2°. Să considerăm ecualia T = 0, x € E. Presupunem 
. i z 
{z} O oricare ar fi x e E. Prin aplicarea proprietății (2), rezultă 
Air) A cul 
= 0 N). Ra = 0, sau EA, <> A(x) == 0, ceea ce justi- 
NiD) | N&@) N(x) i 


- Exemplu : Să se rezolve in K ecuatia: 


| „3 
l è ala e cca T i 0. 
+ x— 1 z +1 zi — 1 
- Observînd că prima parte a ecuaţiei nu este definită pentin ze 
e {—1; 1}, putem scrie pentru z € RN {—1; 1}: 
3 2 6 > j 
SLR da ea pă (asi PE PE Di INA. ZARA A ti, j= 
| | x—1 3x41 r-i 


=0 Sr +r 2 [= l l a e)la H a) I= 0 l Hl —2. 


Să considerăm funcțiile [: A >C, 9: A—>Cşi E S A. Dacă orice 
solutie în E a ecuației f(x) = 0 este și soluție a ecuației g(x) = 0 rezultă 
că „[(z) = 0 = g(x) = 0“. Deducem de aici că, rezolvînd ecuația g(x) = 0 
mulțimea soluțiilor ecuaţiei f(x) = O este inclusă în mulţimea soluțiilor 


“ecuaţiei g(x) = 0. 
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Exemplu : Să se Fie în R cca A 8 ir +5 E fie — 2) 
Deoarece &, B sînt numere reale, avem a = B => a! = fi, implicația 


în a. 
zen: | 

Jr iz ro = Vaz — > WVE Taz F5 = (le — 2 e 
| <> 1? — ir + 3 = 

Ecuaţia 22 — 4x + 3 = 0 are rădăcinile 1 şi 3. Mulțimea soluțiilor 


$ ecuaţiei inițiale fiind inclusă în mulțimea (1; 3) stabilim, prin verifi- 
care, că singura soluţie a acestei ecuaţii este z = 3. 


1.2. ECUAŢII CU MAI MULTE NECUNOSCUTE: 


Fie submulţimile de numere complexe E, Es, ..., Ex şi funcţia 
fa E. X EX e... X EpC. Egalitatea 


iri Y; es. W) = 


se numeşte ecuaţie cu k necunoscute, ataşată funcţiei f. 

A rezolva ecuaţia înseamnă a determina toate elementele de forma 
AT, Y soos w), ale produsului cartezian E, X'Es X ...X E, peniru 
«are egalitatea se verifică. 

Dacă f este un polinom, gradul polinomului se numește şi gradul 
ecualiei. 


Exemple : 1) Dacă E, = E: = R, ecuația 2x — 3y = 5 se numeșie 
„ecuație de gradul întîi cu două necunoscute“. Mulțimea soluțiilor acestei 


ecuaţii este - 


2x — 5 ) 
? a; —— 
| (e: 3 
2) Să se rezolve în Rx R ecuația 2x? + 2zy + y’? — 2x + 1 = 
Putem scrie, pentru (x; y) € R*: 
d + day + y? — 2 + 1 = 0 e(r y) t ar _1=0 
= (zh y=OAlr —1=0e(z=1;y=—) 


as BIS Rx R 


Deci ecuaţia are o singură soluţie (1; —i). 
3) Să se rezolve în mulțimea numerelor complexe ecuaţia 
ni 10xy — 4x + 15y = ô8. 
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æ A e 
4 m 


nnd Feaultă că este necesar și suficient să avem t = — 


-O beervi nd că dadis este echivalentă cu {2t + 3)5y — 2) = 0, 


saui = SIN, 
4 «tc iJ -S 


e 


- 


` Sja pen . = ac d Ă , i Ă Ă i 2 5 N i 
Dacă r = EA evident y este arbitrar in C, și dacă y = FA x este 
2 k i KJ 


- k à 


-arbitrar in C. 


Rezultă : 


ei e [is] e cuib: sg 


4) să se rezolve în numere întregi ecuatia Gx? — 7ay + 2y? = 3. 


Deoarece 6r? — 7xy + 2y? = (3x — 2y)(2x — y), obținem ecuația 
pg pl cu cea din enunţ (3x — 2y)(2z — y) = 3. Rezultă de aici că, 
b fiind două numere întregi astfel încît ab = 3, sintem conduşi la 


ct tai sistemului : l 
3x — 2y = a; 2 — y= b, 
a cărui scada sia (z = 2b — a; y = 3b — 20). Observînd că în condi- 
{iile enunțului avem: ; 

a; b) e ((1;3); (3; D; (—1: —3); (—3; —1)}, 
obținem răspunsul : 


(az; 9) e (6; 7; (—1; a3 (53 7); (65) 


- 


` 1.3. FUNCŢII OMOGENE 


„Fie polinomul, de două nedeterminate X, Y, cu coeficienţi complecși : 
pP = aX? + a XY + aY’, ; 


ale cărui monoame au fiecare gradul doi în X şi Y. Acest polinom se 
„numeşte polinom omogen de gradul doi, cu cselicienţi complecși, în nede- 
_terminatele X şi Y. 


În general un polinom de k nedeterminate, X, Y, ..., W, cu coefi- 


„cienţi în A, ale cărui monoame au fiecare gradul n > 1, se numeşte 


polinom omogen de gradul n. 
Exemplu : q = 2X! — X'Y p Y:Z2 4 ZA, 


“este un polinom omogen ze rodul 4, cu coeficienţi întregi, în' nedelernu- 
„naiele j HE 


e 
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Fie pun polinom omogen de gradul n, cu coe 
“medeterminate X, Y, ..., W. Un termen odrecai 
= este de forma : ` l 
că | T = aXXa Yt, Was, 


andea et Siar t ts t anl H as = n, Înlocuind X cuhX, Y cuhY,... 
iW cu AW, acest termen devine: 


TPT Sadi 
licienţi compleeşi dek 


PS 
7 


(a pei 


Ld 


T’ = alh X)® (h A LR e (Wa = aha te Xa. yas, se We = 
| = al Na Vas Wa = pir 


E ui d 


„Deci oricare ar ti termenul T ul polinomului, obtinem T’ = T. 
w Rezultă de aici o proprietate specilică polinoamelor omogene de gradul n 
si anume: a s 


N pir è t 
qX hY; s; hW) = AX Yi. W 


E 


- 


Prin analogie spunem că funcția f: E, X- -EX ...X E, CC se 
zice omogenă de gradul n, dacă: - 


f(hz, hy, a a tw) = AP RE h a a W 


Da e i ! 2 — j i E 
Să Exemplu . fa Į; z) = o tyto- Va Si ys oE RÌ. 


je PRR uni + pa 


> 


2°70 Deducem, pentru h > 0: 


3 , > > . i 3 . s 
SAY 2hz + hy + hz — V hizyz cai 
S fhr; hy n) = O ELES a eee 


hyzaj hx + h'rz N nu + h'zy A ha 
„deci funcţia / este omogenă de gradul = 


e 
pi 


1.4. FUNCŢII SIMETRICE ( 


Funcţia f: E? — C se zice simetrică dacă f(x; y) = f(y ; x), oricare 
saae tz; gy E E": 


r i 1 qpe zu iz 2 

TE . „A Wei, 

a Exemplu: (z; y) = 2 ii (x: y) 

pR n E lua a 

„ct: i - [n general, funcţia /: Lf — € se zice simetrică în raport cu argumen- 

i tele X, y ww dacă este simetrică În raport cu ficcare pereche din- 
i i + n s Y» . . .3 ? i l i 


tre ucestea, 


e T al acestui polinom 
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"în raport cu y şi z, În rapo 


ga. md. 


2 e CS este simetrică în raport cu X, Y, 2 si 
e“ rt cu g şi z, În raport cu T $ Y, adică : 

y? a=Nae: yi 2, Di zi D=) 
;w)eE, este simetrică in raport 


„pf 


Ra: zi paR; y: 2), I: 


Dacă Axr; y: ssrt Mhi se ; că 
cu argumentele x, Y, ses W, atunci oricare ar [i permutarea T, Y, +. 


a acestora, avem: 
M, y's oeeo W) = PT, e eee W) 
olinoame se numesc polinoame simetrice 


Observaţii. 1°. Următoarele p dei 


slementare de k pedeterminate X. Y, 
AEAT Y + zee HV 
pa = XY + XZ +4 ... ETW 


pes XY a. 

Spre exemplu pentru k = 2 se obțin pı = X + Y, Ppa = XY, pentru 

k = 3 se obţin p =X +4Y+ 4 p= XY + YZ + ZX, ps = XYZ 
Se cunoaște teorema : 

„Orice polinom simetric de nedelernunalele X, Y, ..., W, se exprimă 


cu ajutorul polinoamelor simetrice elementare ale acestor nedetermi natie“. 
Aplicaţie. Dacă x, y, z sint numere reale astłèl încît r + y +2 >O, 


atunci | 
; T? b y? + ză  3ryz 
Observăm că putem scrie (z + y +2) =r? + j? + z? + 3y + 
+ 3yr + 3a2z + 3x2? + 3r?y + 3ry? + 6ryz = (2 + y? + z2) + 
+ 3pz(z d- y + z) + 3az (x + y + 7) + 3ry (z+ y +2) — zyz = (2° + 
-Hy H 2) + 3l + y + lay + yz + zx) — 3ay2. 


As Deci pP = (2 + y t az) pipe — 3ps, de unde deducem: 


z? + y? + z? = pi — 3puPa + SP 
Deoarece pi — SPaps = PMP —3pa) = tyt Nya 
— 937 -~ I — X ia > i 
BI rim tyy = Ar H y Hy — 2 + (2 a) H a —y)] 20, 


| „rezultă zi + y? + 2 > 3ayz. 
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| pia CD bakip Aa Vi deoarece este simetrică - 
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2 


~+ * 


29, ie a LE=C 0 fune i $ nF A 5 i i 
e ră, \ie simetrică de z, y, ..., w, unde (7, y» 
“A Rezultă că (T, y, ..., w), fiind o soluție a ecuației f(z. y, B w= 0. 
e- este, de asemenea, soluție orice permutare a acesteia. } 


„Exemplu: Să considerăm funcția polinomială |: Z? >Z, fiz; y; 2) să 
o =r 2 — yz Deoarece ecuaţia f(z; y: 7) = 0 admite solutia 
a. di; 233) = Z. datorită simetriei, deducem că sînt soluții ale ecuatiei 
îi în Z şi (1; 3; 2); (2; 1;3);(2;3;D;(3;1;3);G;2:1.- | 


x 


i 

5 $ 2. ECUAȚIA DE GRADUL ÎNŢII > 

i 2.1. ECUAȚIA DE GRADUL ÎNTII CU O SINGURĂ NECUNOSCUTĂ 

i Forma generală a ecuaţiei de gradul întîi cu o singură necunoscută 

este ar + b = 0, unde aX + e C[X]. Sînt posibile situaţiile: 

s (1) a #0. În acest caz putem scrie succesiv at 4 b = 0 ~. ate 
o (ax) 4- a™th = 0 (aaa = —a`'b e r= È, deci ecuatia are 
p* Et Ă a 

soluţie unică. . 
(2) a = 0. Deoarece oricare ar fi z e C, avem ax = Q, rezultă că 
ii egalitatea ax + b = 0 nu este verificată dacă b Æ O şi este verificată, 
oricare ar fi x e C, dacă b = 0. În concluzie: 

să A i i si b 
ng a #0 — ecuația are soluția unică z= ——; 
$ E a 
A a= 0, b 0 — ecuaţia nu are soluţii; 

UE, a = (), b= 0 — ecuaţia este identic verificată pe C (este nedeter- 
minată). ' 


Facem observalia că ecuația at + b =.0, are soluție unică oricare 

`ar i a O numai dacă coeficienții a şi b aparțin unuia din corpurile 
numerice Q, R sau C. l 

Dacă aX + b e Z[|X], unde (a; b) = 1, ecuația ax + b= 0 are 

-soluție unică în Z dacă şi numai dacă — coeficientul a este 1 sau —i. 


- Exemple: 1) Să se rezolve în R ecuația! 


N + = 0. 

v OOE 4z + 2) pi —4 

pi ai “Observăm că pentru z € RN{—2; 2) putem scrie 

ia 1 1 — 0 (2 —2+4=0er4+2=0 — imposibil. 


434 2) zi —4 
Deci ecuaţia nu are soluții. 


ace y. 
i ` ` 
" 
PE 


poa ae e ip ne pai n ma ama e 2 na iar tie 
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i: ia Ez $ | i d 
ci a 2 sa: se rezolve în € ecuaţia : 
legea oii i pri A i în da i | re 
Na oaia ala Sum miză hi IE 2), 0) 
(za z c+i 2z(x + 1) | 
] a aie unde m este un paramelru ele | 
Midea i l Price ar fix e ENAH 1, putem scrie : i N 
See m _m=i mon = XE — D csdin(z+-1) —2(m — be = 
[Beta E ` x x+i . 2x(x + 1) 
ERĂ e a = m(m — 1)\(x — 1) + (m + 1)(m — 2 = m(m + 1). 
; În cazurile de existență unică a soluției, din ultima ecuație deducem 
z = m: (m > 2). Deoarece z ¢ f—1; 0}, rezultă m ¢ (0; 1). În con- 
cluzie, pentru conapa (1), putem afirma : 
i Pad m 
P. m € cNi{-—! ae Li 2} — ecuaţia are soluţia unica 2 = = $ 
2. m e {0;1; 24 — ecuaţia nu are solutii; 
3. m= —1 — ecuaţia este nedeterminată, t e Ngt; 0). 
Propunem ca în problemele referitoare la rezolvarea ecuaţiilor să fie 
folosiţi termenii : „ecuaţia are soluții“, „ecuaţia nu are soluții“ i „ecua- 
tia este nedeterminată“. 
í 
a T 2.2. ECUAȚIA DE GRADUL ÎNTÎI CU DOUĂ SAU MAI MULTE 
BAREL E, NECUNOSCUTE 
KE A a) Observaţii. Forma generală a ecuației este: 
pis az+ by F ert im d; (2) 
di „coeficienţii aparținînd uneia din mulțimile Z, Q, R, C 
4 “În general ecuaţiile de tipul (2) sînt nedeterminate. 
ie Exemple : 1) Să se rezolve în R ecuația 2x — 3y = 
E dai îi Dacă avem în vedere că pentru orice x e R, rezultă y = za e R, 


sie deducem că mulţimea soluţiilor ecuaţiei este: 


5: paa f j (| se 3 > = R} 


`% 


E 


+` 
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D. 


P e 
îi a 


<> este o soluţie a ccuațtici, deducem: 


n i 20 + Vă = S5 e JZr = 4/5 — 3y = 223 = 


55 3yh — 2) T5y e 2 y T5y = 5 + By — 24 ee 
g / 7 


i$ ue 
| HA 


r? 


== pusă nu are solutii. 


ele, este: 


Taia: 
à 

; „ 
4: 


NED. 


E - care conduc la rezolvarea ecuațiilor in nume 


Nan . 5 A . a .q * i j w me . 
„Deoarece xe e Q şi r} = —- sint incompatibile, rezultă că ecuaţia pro- 


Lai 


b) Feuaţii diofantice de gradul întîi cu două necunoscute 
Ecuația 


unde a, b,c € și (x; y) e Z? se numeşte ecuație diofantică* de gradul 
înlii cu două necunoscule. În cele ce. urmează vom presupune ab # 0. 


Propoziţie. Fie a și b două numere întregi prime înire ele. Soluția ge- 


„nerală (a; y) e i, a ecuafiei ax -+ by = 0 esle: 


| 


(£= b; y= a), EZ .. : i 


În adevăr dacă (Xo; Ye) E Z? este o soluție, avem are = —byo, deci 
b | axa. Cum a şi b sînt prime între ele, deducem.b | £o, adică ze = hob, 
o E Z. Înlocuind ze în ecuație, rezultă a(ħob) + byo = 0, sau yo = —ah- 


= Deci soluția (2 ; yo) a ecuației, este de forma (4). În.plus se verifică ime- 


diat că orice pereche de numere x = àb, y = —ìa, cu à € Z, este o 
“soluţie a ecuaţiei din enunț. 
- Propoziţie : Soluţia generală a ecuatiei (3), unde a și b sînt prime între 


(z=xr +Ab; y =j} — 4a), EZ (4'} 


(%1; yı) € Z? fiind o soluție oarecare a ecuației. i 
- Înlocuind soluţia (4') în ecuaţia (3), deducem a(x, + àb) + b(y, — 
— ħa) = c < ax, + by, = c, evident datorită ipotezei. l 
Fie acum (x' ; y') e Z? o soluție oarecare a ecuaţiei (3), diferită de 
Soluţia (z,; yı), deci 2 Tı sau YI Jr Deducem ax, T by =C, 
ax + by =c, de unde a(t’ — 311) + b(y' — yı) = 0. Rezultă imediat 
x xr = Ab, y — ji = —za, cu à e Z, deciz' = t, -+ Ab; y = y —Aa 


în lucrarea Aritmetica, pune unele probleme 


w i ` ia (sec. ITI e.n.), 
Diofant din Alexandria ( îs aeii i 
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ETR a e i ; hi n i Ri aia ma i e, se as SD 
2) Săse rezolve în Q ecuaţia aa aji WER = J5. Dacă (ze : Jo) € (pe: d pi 


az + by=c, TONE 
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aaa i ORBI cani SIRNEA. e Mea aaa a 
yY . pi De | n g 
Ee SI . i e L i 

i Tue A ss 
ea " e 
a ! 4 


_cesive“. 


în d i, 
$ În concluzie, dacă a şi b sint prime Între pa, prop em aria 
ecuaţiei diofantice (3) se reduce la problema găsirii unei soul pe: 


culare (ii Vi). 


Propoziţie. Fie numerele întregi a, b, C şi d = (4; b). Următoarele 


“afirmaţii sînt echivalente : 


(1) d nu divide c; N 

(2) ecuația ax + by=c nu adhite soluții în Z. 

Pentru a demonstra (1) = (2), fie d>1şi a= da, b > dbi P 
(To; Yo) € Z? este o soluție a ecuației, deducem d(a,x -t biy) == f deci 
dlc, contradicție. Rezultă că ecuația nu admite soluții în numere 
întregi. po 

Implicaţia (2) = (1) se demonstrează analog. 
Exemple : 1) Să se determine toate soluțiile (x; y) e Z? 
y > 0, ale ecuației 29x + 12y = 1 351. : 

Indicăm aici un procedeu de aflare a unei soluții particulare a ecua- 
ţiei. Pentru aceasta să observăm că putem scrie, din ecuația propusă : 


- cu 2>0, 


351 — 29 - 6r—7 
il 252 sau y = 112 — 2x — . 


12 12 


. y = — 

Deoarece 5 este prim cu 12, rezultă că numerele DOr peli Tait 
5-11, dau resturi diferite între ele la împărțirea prin 12. Prin urmare 
există |; e 7,0 < k < 11 astfel încît 5-k dă restul 7 la împărțirea prin 12. 
Prin încercări găsim k = 11. Putem deci pune z, = 11. Rezultă ime- 


diat Ui => 86. 


Deci soluţia generală (x; y) € Z’, a ecuaţiei propuse este : 


(x= 11 + 12}; y = 86 —29),A € Z. 
Deoarece x > 0, y > 0, avem şi — 2 <<, deci A€ {0; 1;2). 


Singurele soluţii ale ecuaţiei, care verifică toate condiţiile enunţului 
sînt, prin urmare: 
(t, = 11; y, = 86); (£, = 23 uia = 57); (£a = 35; ya = 28). 


| Facem observaţia că valori suficient de mari în modul ale coelicien- 
ţilor a şi b fac anevoioasă problema găsirii soluţiei particulare (x, ; y1) 


a ecuaţiei. 


| În următorul exemplu prezentăm un mode! de rezolvare, a ecuației 
diofantice de gradul întii cu două necunoscute, prin „împărțiri suc- 


¢ 
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„Luiesc, de asemenea, o progresie aritmetică. 


„termenilor comuni conduce la rezolvarea ecu 


Y 
A 


| 2) Fie progresiile aritmelice : 


+123 20546; si pi iii 43 ej, 


d 


„Să se arale că mulļlimea termenilor comuni ui celor două progresii alcă- 


Fie ta = 12 + 17n, ne N, respectiv Um = Íj + 31m, m e N, ter- 

menul general al primei și al celei de a doua progresii. Problema aflării 

aţiei diofantice z, = Uma 

cun, m €N. Avem deci: e 
En = Ym 12 + 17n = 11 + 3im o 3im 17i = 1, 


Se scoate necunoscuta cu coeficientul cel mai mic în modul: 


3lm — 1 
N. 
17 E i 
Putem scrie: 
n == 2m — dm + 1_ e 
1 97 sa A. 
D . A „ 3m4l1l = 
eoarece n și 2m sînt numere naturale, rezultă —— = aeZ, deci 
17a—1 agł1 SRR: ai 
m = N Plc 6a — - t Raționînd analog, deducem z = 


=à €Z & a= 3—1. Deci m= 17A — 6 şi n = 31A — 11. Deoa- 
rece m şi n sînt numere naturale rezultă A e N*. Rezultă că termeni: 
comuni celor două progresii sînt £, = Lasa = 17(31A — 11) + 12 = 
= 527A — 175. Notînd Zaacu = Z, A E N*. şirul termenilor comuni 
ai celor două progresii, este: . 


4 (Zen = (352; 879; ;.:; 5277 — 175; ...). 
În fine, deoarece zau — Za = 527, rezultă (Z)hen* este o progresie 
aritmetică de rație r = 927. 

3) Să se delermine toale progresiile aritmetice care îndeplinesc condiția 


că termenii de rang n, p şi q sînt respectiv 2, 3 şi 5 unde n + p + q = 31. 
Fie progresia aritmetică (a„)„en*, de rație r. Putem scrie: 


2=a +(n-—1) 1 = (p —n)r 9 — p 
3 = a, + (p 2 1 >f => = 24> 2n — 3p + q =0. 


2=(q =p  P=r 
Din sistemul 2n — 3p +4 = 0; n+p +g 53l, dedus n = 4p — 
— 31, q = 62 — 5p şi deoarece n 5 4 VU rezultă —— <p< TA deci 


È pe{8;9;10; 11; 12). 
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= Se obțin rezultatele din tabelul alăturát. 
aiik: n | pl ali 


a, 
pP 1 8. 22 1/7 2 i 
2° 5 9 17: 1/4 1 
ga 9 10 12 1 —6 
4° 13 11 7. | —1/2 8 
pe 17 12 2 | —1/5]| 26/5 


4) Preturile unitare pentru trei categorii de obiecte sint 13,50 lei ; 25,60 lei. 


i 7.20 lei. Cite obiecte s-au cumpărat din fiecare categorie dacă s-au plătit 


A E 5y +1 i i 
j. - de unde LI = a e N, sau y = 13a — 


N 


2 350 lei peniru un-lolal de 210 obiecte ? i | 
z numărul obiectelor 


Pentru rezolvare să notăm cu x, y şi respectiv z 
cumpărate din fiecare categorie. Obţinem ecuaţiile : 
` „13,5z + 25,6y + 7,2z = 2 350 
z+ y + z= 210. i 
Eliminînd 2 între cele două ecuaţii deducem 63x + 184y = 8 380, 
cu (7; y) EN. Deci | 


x= 133 — 3y + 


5y +1 
6o 
2a + 1 


IN 


„ Rezultă mt l—benN., 


b—1 ? n l 
=) € N. Sintem conduşi 


„deci pes 2p 4 aa şi prin urmare 
: ~ astfel la b = 2A + 1, ceea ce implică a = 54 + 2, deci: 

; x = 60 — 184) ; y = 634 + 25. 

Din ecuaţia r+ y +z = 210 rezultă și z = 125 + 121). 

Avînd în vedere condiţiile : 0 < z < 210,0 <- y < 210,0 < z < 210 
-şi à EN, obținem A = 0. Soluția problemei este (x = 60; y = 25; 
w g= 125). , 
= Recomandăm ca exerciļiu o problemă analoagă în care prețurile 


„unitare sînt 8 lei, 12 lei şi respectiv 25 lei, numărul total al obiectelor 
«este 44, iar suma plătită 820 lei (Se găseşte x = 5; y = 15; z = 24). 


~ 5) Să se rezolve ecuaţia cos 22. =2 + cost + 
3 5 


i A 5 pra - - . . 
Vom observa că ecuaţia propusă se mai scrie sub forma: = 


af 
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pa i 


“si, avind în vedere: 


pei 9r š d, | : 
l 3? 5 | 3 3 + 


sii 5 
deducem cu necesitate : 


co A 1 
rea eR > COS —— = — 
3 } 


- j 2r | si s $ 
leci © = 2k7 şi ir (2h + 1), unde k, h ez. 


Sîntem astfel conduşi la ecuatia diofantică: 
3k — 10h = 5 (k, à e Z). 
Deoarece 
k = 3h + 2 +4 —; ; 
putem pune h —1= 3m, m e Z, deci h = 3m + 1. 
Înlocuind în az == 5z(2h -+ 1) oblinein soluțiile 
= î5x(2m + 1), me zZ. 


tos? <a 


$ 


ecuației: 4: 


) 


§ 3. ECUAȚIA DE GRADUL DOI CU 0 SINGURĂ 


NECUNOSCUTĂ 


“Avem în vedere ecuaţiile de forma ar? -+ bz -+ c = 0, coeficienții 
D . . r n + R „d T 2 air 
a,b, c aparlinînd uneia din mulțimile Z, Q, R sau € şi a 4 0. Ne vom 


opri numai asupra cîtorva tipuri ue probleme. 


3.1. AFLAREA RĂDĂCINILOR COMUNE A DOUĂ ECUAȚII 


DE GRADUL DO1 CU O SINGURĂ NECUNOSCUTĂ 


| In cazul ecuaţiilor cu coeficienţi numerici, 
mediată. În cazul ecuaţiilor : 

ax? + biz + c, = 0, 3° + bax -H 
ocficienţi parametrici, prin eliminare 
a necesară şi suficientă : 


(aibs > Duaa)( Dare — Cuba) — (aice — C18) 


cuc 
© condi 


ge rezolvare a problemelor 


-Metode 


a = 0, 


de matematică în liceu — cd. 171 


rezolvarea problemei este 


(5) 


a lui + între acestea, se obţine 


2 — 0. 


4 
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pentru ca ecuaţiile să udmită cel puţin o rădăcină comună. În practică 
acest proccileu ni se pare oarecum anevoios. Propunem ca problema să 
fie rezolvată consicerind ecuaţiile (5) ca tormind un sistem ale cărui 
` necunoscute sînt parametrul sau parametrii ce intervin în problemă şi 
rădăcina comună. | | 
Exemple : 1) Să se determine m e R, ştiind că ecuațiile : (m — Î)z* + 
+- (m + 2) — 3m = 0 şi (m + Dr? — (m + 2) + m=0 admil cel 
pulim o ridăcină comună în R. i „ză 
Rezaltă că trebuie să determinăm soluţiile (in : x) e R? ate sistemului 
format de cele două ecuaţii. Adunind aceste ecuaţii, deducem m(x? — 
— l)=0 
Va trebui deci să rezoivăm sistemul: 


(m + 1) — (m + 2) + m = 0, 
dă ze SĂ = 0. 


~ Obținem soluţiile (0;0), (0; 2), (1; 1), (—1: —1). Deci pentru 
zn = Q ecuațiile au ambele rădăcini comune. pentru m = 1 ecuaţiile au 


rădăcina comună x = I și pentru m = —] ecuațiile au rădăcina co- 
mună r = —]. ! 


„Î) Să se stabilească peniru ce valori ale lui m € R, ecuaţiile f 
(m -+ dz: — 6x + (m —4)=0; (m + 1)x? — (m + 2)x + m = 0, 


admit o singură rădăcină comună în R. 


Din ecuaţia a doua, a sistemului alcătuit de cele două ecuaţii, de- 
ducem; a 


t? —x+i 


Substituind m în prima ecuatie a sistemului, obţinem ai — 5x? + 
Fi mi Da De + iz — Dir —2) =0, deci z A sau a în 
= = 1, sayz e |, sau t=? : 


Inlocuind în (6) valările obtinute pentru v, rezultă că soluţiile (m; x) 
ale sistemului sînt: | 


bei -2), (=l), (14. Da (03.2). 


dp 3 E 5 a ` A F .. ü j + .. 
Rezultă că pentru m luînd valorile piu —l. 1, sau 0, ecuaţiile ad- 
l Adeir DA ii E N o‘ | a 
zut ca rădăcină comună respectiv pe —2, —1, 1, 2. Facem în plus ob- 


E id y i t 9.4 pe kd r) Li n Li * y hat T j j i 
 Servaţia că din rezolvarea problemei rezullă că nu există valori ale lui m 
pentru care ecuaţiile 


din egun} să admită ambele rădăcini comune. 
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— (x? —x + ! # 0 pentru z e R). (6) | 


KJ 


na, 


„ecuaţiile : l 
Bmp + m + 2p)? — 3px — (m + 2p) ="; 
ză (m +- 2q + Dar — (m + 3g 2) + (mq + m — 2q) = 0, 


admit ce! puţin o rădăcină comună. 
EZliminînd mm între cele două ecuatii se obține ecuaţia : 


(2 + Da — Da — Dipa + p + 24- De + (Bpa + p+ o= oO, 


de unde deducem z = —1, sau x = 1, sau t = 2, sau z = —(3pq + Pp + 
+ q4): (6pq + p + 24 + 1). Înlocuind, pe rînd, valorile lui x în una div 


ecuaţiile iniliale obținem răspunsul : 4 
x= —] este rădăcină comună dacă m = —1, sau p=q9+l=t; 
z = ] este rădăcină comună dacă m = l, sau p= 3qg+Il=0; 
a = 2 este rădăcină comună dacă m=0, sau 4p=9= —l; 
x= —Gpq+p+q):(6pq+p + 2q+ 1) este rădăcină comună 
dacă 


— p(p — 1X15pq + 3p + ôq + 2) È ae 


m = — 
(p — 1303p + 1) + 249p + 9p + b+(3p:+3p+ i 


(S-a presupus că sînt îndeplinite condițiile de existență pentru nu- 
merele care intervin în ultimul caz.) j | 

4) Ecuațiile cu coeficienţi complecși x? + put +g =>, 2+ pr x 
-+ qa = 0 ådmil o singură rădăcină comună Xo.. Să se formeze ecuația de 
gradul doi ale cărei rădăcini sînt rădăcinile necomune x, respectiv Xa, aie 


celor două ecuaţii. ` 
Pentru rezolvare să observăm că avem: 


- £? + pate + qi = 0, 6 + Peto + q = 0, 


de unde, prin scădere, deducem (pı — P2)to = Qe — qr 

Dacă pı = pe Şi q Æ a ecuatiile nu au rădăcini comune, iar dacă 
Pı = Pa Și q = 4e, ecuaţiile au ambele rădăcini comune. Deci pentru 
ca problema să aibă soluții este necesar ca pi 5 pe În acest caz: 


ge —d TA a 7 

Ty = =——; ViTo = Ms Veto => (2 (7) 
Pı — Pa i 

În fine, dacă 2 = O, obținem qh = f: = 0, deci tı = —Du T: = — Pa 


si ecuaţia cerută este z? + (pi + pa) + pupa = 0. De asemenea, ipo- 
teza qi = qa conduce la Ti = 0; deci Qı = Ja = Ù. 
Vom presupune deci pı £ Pe și cel puțin unul din numerele u fe 


nenul, i 


3) Dacă m, p, q sînt paramelri reali, să se stabilească în ce condiții 
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Din relaţiile (7), deducem: . A eu ma a 
r 4 E ba i 
t = Q(Pi — Pi) r= qa(Pi — P») ° 
9s — qi l — qı 


“ecuația de gradul doi, cu rădăcinile z, și za, fiind : 
qi — ge)? + (pa — PA — t + datda(pi — po)? = 0. 

Pentru aplicaţia următoare vom observa că, avînd în vedere teorema ` 
fandamentaiă a algebrei şi: unicitatea descompunerii unui polinom în 
factor linian, se deduce echivalenta afirmațiilor: 

(1) polinoamele p, q = C[r!, p # 0, q Æ 0 au aceleași rădăcini; 

(2) polinoamele p, 1 e Cir} p#0, q r 0 au coeficienții proporlio- 
nali. 

În plus facem monida că dacă P = Qp X” Z Apa AE cab 


+ aX + a, q = ba X” + bpa X” + ... + bX + bo, pentru propor- 
ţionalitatea coeficienţilor adoptăm scrierea formală : 


An __ (Aaa __ Aa __ a 
7 ua ca a a aa 3 
b, i bas b bo 


în sensul că numărătorul sau numitorul unuia dintre rapoarte fiind nul 
şi numitorul, respectiv numătătorui aceluiaşi raport este nul. 
5) Dacă p, q = Z să se determine în ce condiţii ecuaţiile : 


(P + Dr + (2p + Dr —2=0; 22° + (q + 4) + 29 = 


admit aceleași rădăcini. | : j 
Datorită „observaţiei anterioare putem scrie d E RO de Ar hars SI 
2 q+4 a. 
sîntem conduşi la unica condiție q(p t 1) = —2. Deoarece A și q s 
numere întregi deducem p+ 1 e {—2; —1; 1; 2}, deci p E {— 
—2; d; ; 03. Obținem astfel soluţiile: A 


(pm ag te (pas 8 qi = 2); (pa = li; q> bi: 
l (Pa =0; q = —2). 
6) Dacă zı, xa sînt rădăcinile ecuației: 
3a24-(3m — 4)2 — (m — D= 0 şi x’, x” sînt rădăcinile ecuatiei : (m+ 


Dyre 
+ 2)22 + (4m — 3)x '— 3(m — l) = O, să se determine valorile parune- 
R me peniru care se neritea tilalle 


l 
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p- 


Aa 


_ timite laterale infinite şı diferite. 


H 


Man 
a T 
> É P Fi 
E & P Li b 


intocuind în prima ecuaţie £ cu — , obţinem ecuaţia (n — î)z* — 
4 4 af ž . 


K N ; ' EEE E E d r 2 , 2 Ei 
a 3m — 4) — 12 = 0, ale cărei rădăcini sînt evident — şi — , deci x 


"si respectiv 7”. Rezultă că ecuatia obtinută are aceleași rădăcini cu cea 


de a doua ecuaţie din enunţ, ceea ce este tot una cu: 


— o — — — —, 


de unde sè deduce m ="—l. | 

Evident că pentru rezolvare am presupus TT: £ 0. deci m # 1 
Dacă m = 1, ecuaţiile date sînt în ordine 322 — q = 0, 3x? + = 9 şi 
problema nu are solutii. ia 


3.22. LIMITELE RĂDĂCINILOR REALE ALE ECUAȚIEI 
DE GRADUL AL DOILEA CU COEFICIENȚI REALI, 
DACĂ COEFICIENTUL TERMENULUI DE GRADUL 
DOI TINDE CĂTRE ZERO 


Fie ecuația ax? + be -+ c = 0, cu:coeficienţi reali. a + 0, h0. 
Deoarece coelicientu! a tinde către zero. putem presupune a suficient 


"de mic astfel încît 4| aci < b?, deci bi — 4ac >. 0. În acest caz. pen- 


tru b > 0 avem: 


. A — b b- — dac = Jy i 
lim g O um BENE ae = lim- J n iar ali 
a-0 a=0 2a 1—=0 ie DE, pi —. 4ae | b 

ata '— b> bt — 4ae - : i SR: in ia s 

Pentru t = LE se obțin limite laterale infinite și 
diferite. | 

Analog, dacă b <0, rezultă lim T, = măr „iar pentru £, se deduc 

ü- 


Deoarece pentru a > 0, avem ar? + bx + c — bx + c, considerăm 
ecuația bx -+ c = 0 ca „ecuația limită a ecuației ax? -p bz -+ ce = 0“. 
Din acest motiv este util uneori să interpretăm ecuația algebrică de gra- 
du! intii, cu o singură necunoscută, ca o ecuaţie de gradul doi cu o sin- 
gură necunoscută „cu o rădăcină la infinit“. 


Exemplu : Să se scrie ecuațiile țan gentelor duse la cercul 3? -+ y? — 
—6z —4y —3 = O din punctul P(—l î 4), ] 


"aj 
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PE s TE ; TA i Mgs Dă 
se iși zi Uz cap iei z KET pat Ea Li 


Dacă Bey) = + — 62 Ay —9, deducem (1: 4) == 4, 
deci punctul P este exterior cercului, ceca ce confirmă existenta a două 


tangente prin P la cerc. ; Fei 
Ecuațiile tangentelor de pantă m. duse la cerc, sint y — 2 = di(r — 


— 3) d 4/1 + m? şi, din condilia ca acestea să treacă prin punctul F; 

deducem 2 = — 4m + Afi -+ më, ceea ce conduce la 4m — 3 = 0, 

deci m=. Rezultă că ecuaţia uneia din tangente este y — 4 = 
4 Pi 


= (r Des 3e — 4y + 19 = 0. 


Considerind, în cazul general, cercul de ecuaţie (x — a) + (y — bP — 
—r? =Q şi punctul P(ro, Ho), exterior cercuiui, ecuaţia, care dă pan- 
tele celor două tangente, duse din P la cerc, este: 


[(to — a)? —r?]m? — 2(£ — a)(yo — b)m + [(yo — b) — r°] = 0 (8) 


ri 


Ecuația (8) are întotdeauna două solulii dacă (20 — a)? — r? = 9, 
sau To # a r. În cazurile de excepţie una din langente este paralelă 
cu axa ordonatelor. ' 

Revenind la cazul numeric anterior, evident ecuaţia 4m — 3 = 0 
este cazul limită al ecuaļiei (8) pentru (2, — a)? — r? > 0. Pezuită că 
a doua tangentă prin P(—1 ; 4) la cerc, fiind paralelă cu axa ordona- 
telor, are ecuatia x -+ 1 =0. 


3.3. RELAȚIA INDEPENDENTĂ DE PARAMETRU CARE EXISTĂ 
INTRE RĂDĂCINILE UNEI ECUAŢII DE GRADUL DOI! 
CU O SINGURĂ NECUNOSCUTĂ. Al CĂREI COEFICIENŢI DEPIND 
DE UN PARAMETRU) 


Exemplu ; Fie ecuația ma? + 2(m + 1) + (n — 1) = 0, m e R>. 


o A ~x ju s e . . ` - 
i |. Să se arale că între rădăcinile ecuatiei există o relatie independentă 
de m. 


[ej Tu . . . .. w v - - ř 
2. Să se determine, cu ajulorul acestei relaţii, rădăcinile reale egale alè 


„ecuație, 


De 


d „ Să se determine valorile parametrului m pentru care ecualia admite 


„rădăcini reale egale. 


9 1x pai? ; : thant sacii 

49. Să se delermine valorile parameirului m astfel încît ambele rădăcini 
ale ecuației să fie numere întregi. 

Notind S5 = x, +a şi P = Tite, deducem: 


*» 


+ — 2Um — 
Sa TU ES patmi.: 
LU m 
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„ Eliminînd parametrul m, obţinem relatia între rădăcini, indepen- = 
dentă de parametru : l pec" 
j Ip — 5S -d D 2XL E (ĝi -}- Ta) — 4 = 0; i : (9) 
Dacă rădăcinile 7, și te sînt egale, să punem Ty = X; = æ% Din (9) pi Sa Aey 
deducem x? — a — 2 = 0, deci x = 2, sau % = —l. A ea MESS 
Dacă x = ? este rădăcina dublă, din ecuația dată, avem ám -+ 4(m + 
+I)+m—1= 0- m= 1/3. i 
înlocuind a = —1 în acecași ecuație, obținem —3 = 0, contradictie 


care conduce la concluzia că ecuaţia iniţială nu admite rădăcină dublă 
z= —l. Să observăm că această ecuaţie mai poate fi scrisă sub forma : 


s+ 2[1 ++ [i -—=0. 

' M m 
deci ecuaţia limită pentru în tinzind la infinit este <? + 2x + 1 = 9, 
ale cărei rădăcini sînt z’ = x” = —1. Rezultatul, aparent contradicto- 
riu, obtinut la rezolvarea punctului 2°, se justifică prin faptul că ecuația 
inițială este de tipul: 


(am + b)z + (em + dr + (em + f) = 0, 


al cărei discriminant este A = (cm + d): — 4(am + bh(em + f) = 

= (c — åaejm? + ... . On 

Ecuația A = 0, de gradul doi în m, are o „rădăcină la infinit“ dacă 
ci — 4ae = 0, ceea ce este și cazul problemei propuse. 

Pentru rezolvarea ultimului punct al problemei, din (9) putem scrie : 


44 , 2m, + 8 y 
x ata ta deo pa ea a ii e iti Dă | te A 
1 

2x, — 1 2z, — 2x, — 1 


Rezultă de-aici că, zi, Xz fiind numere întregi, avem cu necesitate 
27, — 1 e {—9; —3; —l; 1; 3; 9} sanz, e {—4; etegi aD 


A š ” 1 
Rezultatele ce se obțin sint următoarele : (m = iri Li = Ta= 2): 


] 
| 
a 

Zi 
| 
D 

`” 


| RI 
[m= aria a 5); (m = 1; Xa 
4 


3.4. APLICAȚII LA REZOLVAREA UNOR ECUAȚII ÎN NUMERE ÎNTREGI 


Evident, problema rezolvării ecuatiei de gradul doi cu o singură 
necunoscută prezintă interes În această lucrare, numai In 'azul în care 
coeficienţii ecuaţiei depind de un parametru. Mai facem observația că 


ăi 
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„de unde deducem 23 —l, az 
admite rădăcina. r; = —?2, În fi 


în cazurile în care ambele rădăcini sînt întregi iar coeficienții ecuaţiei 
“depind de un singur parametru, probiema se rezolvă în general folosind 


relatia între rădăcini. independentă de parametru (Spunem, „in gene- 


ral“, deoarece pot interveni dificultăți de calcul legaic în specia! de 


eliminarea parametrului și de explicitarea relaţiei relativ la una dintre 
rădăcini). Pentru diversele tipuri de “ecuaţii care intervin nu există 
un procedeu genera! de rezolvare a problemei. În cele ce urmează 
vom prezenta citevn exemple ` 
Exemple : 1) Să se determine m e 7 astfel incil ecuatia + 
A tt —9(0m + Ir + 3m(m+ l)=0, * 


să admilă ce: puţin o rădăcină înlreagă. | 
Să observăm pentru început că din enunţ rezultă că o rădăcină fiind 
număr întreg şi cealaltă rădăcină este număr întreg. În plus, deoarece 


„rădăcinile ecuaţiei sint: l 


mm +1 —y/m mF şi 2m4 i+ mpm], 


rezultă că /me + m + 1 este număr întreg. Punînd Jm? +m+ i= 


= m+ k, kez, deducem: , 
a OR Ri =] 
x, e m = — —— 
l 2k — 1 
de unde rezultă äm = — (2x 4+] — S . 
l l j 2k— 1 


Deoarece m e Z = 4m EZ, obţinem condiţia necesară : 
i | -2k +] e{—3; —1;1;3), 
ke 4—1;0;1;27. Înlocuind obţinem pentru z valorile —? 
şi O. 
Soluţiile problemei sint: (m = —l:z 2.: i 
a = ia = —é; Xa = O § = e 
kiei eaa L=, T: ) şi (m 


2) Să se determine valorile parametrului intreg m asife? tineti ecuața ; 
. ? ” y 


| 2ma* +- (8m — 3) + ôm —6=0, (10). 
să admită cel puţin o rădăcină în F 


dds 


» a 
Pentru rezolvarea problemei vom scrie din (10); 


2m(x? + 4r A- 8) Az 2), 
—3 şi în plus pentru m = 0, ecuația 
ne, deducem: 
Ha 3x + 2) | 

4 Ur + dr +3) 


(10%) 


é 
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v- 


t 


0. Deoarece mulţimea valorilor lui x, pentru care valorile fracţiei din 


partea a doua a relatiei (10') sînt în modul mai mari decît 1 este inclusă 


= într-un interval, este suficient să determinăm un interval de lungi me 
cît mai mică care include această mulţime. Pentru aceasta punînd : 


i f 
r | e ip —2 i 
U(x? + 4r + 3) | 


deducem t € (— o% ; —4) U pel — +) U (0; + œ). Deci pot verj- 


fica relația (107) numai valorile —4 și O ale lui z. Avînd în vedere că am 


-obtinut anterior şi valoarea —2 a luis x, înlocuind în (10”) deducem 


>. ` E . $ —3 . 
solutiile problemei: |m = —1; t = —4; tS EN (m = 0; ecuație 


de gradul întîi cu rădăcina ro = —2) ṣì (m =.1; th = O; £ = — 5/2). 


3) Să se stabilească în ce condiții ecuaţia: 
a 


(m + ha + 2(mt Da mi tak —D=0: îi ip ezită pia 6 


admile ambele rădăcini numere întregi. 
Dacă S = 3, + Xe și P = Tita putem scrie: . 


š i = | 
Ca ait pa Ea | 
m -+k m+ k 


de unde : i | | 
m(S + 2) = — Sk — 2; m(P — 1) = — Pk +. 2k — 1. 
Dacă m #0, deducem: 


(S + 2D(Pk — 2k + 1) = (P — D(Sk + 2), 


4 


sau . | -. 
i : (k — IXS ~2P t4) = 0. 

Pentru k = | ecuația din enunț se serie (m + (a: + 2x + 1) = 
Cum ms —1, rezultă x = te = =j, 


ii A 


Pentru k # 1 obţinem S — 2P + 4 = 0, deci 223 — (Ta + za) — 


—4 = Q, relație care se mai scrie sub forma : 


Dzy T 


3 
2x, n 


de unde deducem 22 — 1e F —9; 
următoarele perechi de solutii : 
(—4:; 0): (=i i diti Gara 


inlocuind în ecualia din enunţ se obțin condițiile cerute. 


3; —1: 14 3: 91, Se obţin astfel 
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cai 


fre 
zS. -z 3 


Dacă m = 0, ecuaţia iniţială se scrie krt + 27 + 2k == J] = 0, k z 0. 
- Observînd că discriminantul ecuaţiei este A = (1 — A)(2k + 1) si avînd 
în vedere condiţiile A > 0, k e Z, k # 0, deducem k = 1, deci z, = 
== Ty a “d, 


„Răspunsul este prezentat în tabelul următor: 


Conditia  |2k+m=1 k = Am 4 ak + 1=0|3m+2k4+1=0 
| zi m —1 ki katl 
Rădăcinile (=å; 0; | (—1:; —1) fi 2-3) | | (2+' 2) 


4) Să se determine x € Z usljei incil: 
er 


unde [a] este „parlea întreagă a numărului a“. E 
Dacă zr = 3k, keZ, deducem [3k? — 2 + z = (3k A 2)? deci 


3k? — 2 = 9k? + 12k + 4, de vnde obținem k = —1 şi v = —3. 
Dacă z = 3k + 1, k e Z, deducem 3k? + 8k 4+ 5 = 0, deci k = —lsși 
t = —2. 


Dacă z = 3k — 1, k € Z, sîntem conduşi la ecuația 3k? + 4k + 1=0, 
deci k = —1 şi t = —4. Ry 
“Soluţiile ecuaţiei sînt deci x, = —4, Ze = —3, Tt, = —2, 


: 3.5. POZIȚIILE RĂDĂCINILOR REALE ALE ECUAȚIEI DE GRADUL DOI 
"CU COEFICIENȚII REALI, CU O SINGURĂ NECUNOSCUTĂ, FAȚĂ 
DE UN NUMĂR REAL ŞI FAŢĂ DE UN INTERVAL 


Exemple : 1),Să se studieze pozițiile rădăcinilor reale ale ecuație : 
(m? — 1)a2 —2(0m + tz — m(m + 2) = 0, m € R, 
în rapori cu numărul ?. 
Discriminantu! ecuației este A = (2m + 1} + m(m + 2)(m? — 1) = 
„=me(m + m + 1) + mm -+ m + 1) + (m +m t =le + mel. 
Deducem de aici rădăcinile ccuaţiei din enunţ: 


EE ARI 2 3 
eaer ; T îi unde m e RN{—1; I} 


— 


ma 


$ 
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Dacă m = | sau m = —l ecuatia are gradul intii și admite, în am- 
bele cazuri, rădăcina to = —1/2 <2. >å 
Pentru a stabili poziliile rădăcinilor ecuaţiei în cazurile m € RN{— 
* „i vom studia variația semnului fiecăreia din diferențele : 


a p__: —(3m + 2) i e ae vaade 
ty — 2 e ; Vi > aS ļÃ 
m+i , mi 


w? 


care este prezentată în următorul tabel: 


m | ea mă iri 1 4 —%0 
l i 3 
EN | E al E 0 -e = 
za — 2 sr A pă = y 0 = 


Rezultă că ecuaţia propusă admite rădăcini reale, oricare ar fim E€ R, 


aceste rădăcini fiind situate față de numărul 2 în modul următor: 


me (—v»; —DU[- =: ua; +a < 2i 2: 
| l 
m € {—1; I} >r = ap 


2 i 
m | ra 2 ai 


go 
m= ST <2 = 1: 


m e (1; 4) =>% <2 <1; 
= 4 = Ti < T= Tae 
2) Să se studieze poziţiile rădăcinilor ecuaţiei 


(Am?s— la? — mr — (m? —1)= 0, m €R, 


faţă de intervalul | —! ; 
Diseriminantul Piece dia A = 9m? + (4m? — (m? — 1) = 4m? + 


Ă + 4m? + 1= = (2m? + 1). Se obţin astfel rădăcinile ecuaţiei propuse: 
= 1 
m+l , a. a 1 m „me EN Să —: : F . 


r = 
e omet 2m + 1 
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= 

U 

| za 4 i = 

¿ È Me ta : mă ` c 

Ep EA aae dd AA 4e Fă i g 7 © 

VEE E i tai a, O 

p > e ; i N 

Atat if - 

ee vă = 

ia e: si < 

AN w O 

| Deducem : = 

| m+i ðm- o MHI a 230m) = 

m — (1) = ba Ta a. Tam , E 

> m—1 2m—1 2m—1 2m — 1 c 

| f = 

ge 1 — m m +2 p_d—m O 

TRENOS Y my ot = T h REE, a a -ga M, ă 

pap 2m4 1 =- 2m4-1 2m4-1 2m + 1 Ë 
PRUAN Putem astfel alcătui următoarele tabele: | 


m |- Fogd RE 0. e 
è 2 5 : 2 
Tw | d D e a -+ +o. 
La 2 ID a l sia E: 9 — — 
nogan 7 a 
a —1< r, < 2| £< —1| xz, >? PFP 
„Răspunsul este următorul ; Sa 
i a d E i m < 2 => —Í < Ti, Ta < A 
. A - . 
r m = —2 => Ta = —Í < £i < 22 
m * 


a 1 i x 
—2 <m < Trug -l ga 


i 1 iu 
m = ~y > ecuaţia are gradul unu cu rădăcina = e (—1; 2); 
i à 4 j y 


1 a E 
E Pira E 2 ami e 


1 | 
i el Pda e mp ni << 2=a; 


b 


i ` 


76 | 


re a re S aar e tam a ciclic a EARTE EE APA DI _ 
a e ea i: e RIRE ae e 


\ U | “9 e A as w 1 
| 73 = ¢cuaļia are gradul intii cu rădăcina Ze = sa e(—l; 2); 


Y A E s ea Stea e îl a) 


a îm R 
m= 1 lea, <2=Hj - 
u : m> ta j e fj ta Z2 
+ După cum se poate constata din. aceste exemple, rezolvarea proble- 


melor a fost uşurată, deoarece discriminanții ecuatiilor s-au exprimat, 
în fiecare caz, prin pătratele unor polinoame. În cazul în care discri- 
minantul ecuaţici nu se exprimă prin pătratul unui polinom, rezolvarea 
problemei prin procedeul indicat implică dificultăţi de calcul, pentru 
a căror evitare indicăm în continuare alte două ti de rezolvare. . 
Fie funcţia f: R > R, f(x) = ar?è+ br +e (a, b „cet, a0). 
Dacă discriminantul ecuației atașate funcţiei este pozitiv, se poate alcătui 
următorul tabel de variaţie a semnelor valorilor funcţiei: 


g z T d E + a 
z.. |% z, Srn £, co 
, 2 
Lă n iii 
£) sign Q 0 —sig a - 9 - sigga 


(S-a notat prin sign a, semnul lui a și prin âu, Xs rădăcinile ecuaţiei 


ataşate). ` 
Fie a« eu un număr real care nu este rădăcină a ecuaţiei azi +- bz + 


+ c 
dea m, <a <T, datorită tabelului anterior afla) < Q şi reciproc 


inegalitatea af(«) < 0 implică. tı <& < T: 
Dacă æ ¢ [2 ; Te], pe baza aceluiaşi tabel, deducem ui(a) > 


reciproc din af(x) > 0 rezultă a € [2 ; Za]: 
În fine să observăm că g £ E A implică e < Tı Sau Ya < 


primul caz deducem : 


şi 


In 


amı tar b 
a < 1—5 = 
2 2a 
A A e ea a 
iar în al -doilea caz: 
Xe NOES. IER 
alai 2 2a 
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“În concluzie: 


t a > 0 
: (1) Ti SI <a, [i ca 
l —— <a, 
2a 
(2) Ti iu < Ta <t i 
rek <0. ; 3 
- P >0 
| R 
(tis, Aa i afla) >0 
[5 d a E 
2a 
„Utilizind aceleaşi Soia, să consideră m 


ducem : 
A >o 
INERTEEN B lao <0 
af(8) > 0. 
N A >00. 
afla) > 0 ` 
(B) >0 


b ê 
-< '— — <B. 
O a 


Jasana ea 


l A>u 
(3) D<a<f < La = ue <0 
| | af(B) < 0. 
A>Q 
(4) acz <B < Ta = afla) > 0 
(afB) < 0. 


Fi Fie- ecuația (m — oja + 2(3m = 3) — (m —4)=0, m R. 
pa = = 

se delermine valorile parametrului m astfel inct ecuația 

„cel puţin o rădăcină în [= (iwi 1) pia 


D == 2 i T 
. 


08 
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acum intervalul [« ; BL De 


h 


N 


u—2)mi 4) = 2(5m2 — 27m 4- 36) = 25m — păr — 5), Pentru re- 


zolvarea pienam rezultă condiția necesară : 
me le, oo ; jus: + oN {2}, 


in aceste cazuri ecuaţia avînd rădăcinile reale Tis La Punînd £} < £z 
rezultă că ecuația admite cel puțin « o rădăcină în 7 în următoarele ca- 
zuri : | 


dm. cl; O) zi <<; (3) i e (7; ta} 


Rezolvare (1). i li [es (m — 2)? + 2(3m — 8) — (m — 4) pu- ’ 


tlem serie: . 
| i tuia 12 NA fe 
A 20 | m e|- os UB; oN 
Ty S 7 <le (m — 2)f(1) > 0 < { (m — 2)(3m—7) > 0 ae 
m— 2 m — 2 ş 
mef- 0; | UB; +2) , 


m sta: 2 U| paa 4. me(—co ş JUB: tak 


me (-o: JUF +a) 


Rezolvare (2) 
A <0 i 


dl cal: m = DfA) <07 


ja e (- 00 UB: TE -.: 


? 
=> n e f2; =h 


i 


ii 7 
m E |2; z) 7 
l j A) =0 
‘Rezolvare (3). Dacă 1 este rădăcină a ecuației deducem fA) = 0, 
AA 
deci m = Tzi 
În concluzie ecuaţia din at iuni are cel puţin o rădăci 


— * 00 
dacă şi numai dacă avem m <[-a: UB: Ho). 


nă în intervalul ] 


mt 2 discriminantul ecuaţiei este A = (3m — 5)? + (m E 


Lă 
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(m -+ Da? — (3m 4- 10) -+ (3m + 2) = 0 


să admilă cel pulin G rădăcină în intervalul I =[—1;1i} / 


Dacă m= —] ecuatia devine 7v -+ i = 0 și are rădăcina x = 
1 i 

w a N 
7 


Dacă m # —1, o condiţie necesară este A > 0. Deoarece A = (3m dh 
+ 10) — 4(m + 1)(3m + 2) = —(3m2 — 40m — 92) = —(mH- 
+ 2)(3m — 46), deducem m = | —2; i-a 


Condiţia A > O fiind îndeplinită, ecuaţia admite cel puţin o rădăcină 
în intervalul I în următoarele cazuri: 


(1) tı < —1 < qt; î;(0)—1 Sp E T =] KTS t <i 
(4) A1) = 03 6 f1)=0, 


Za, Xa fiind rădăcinile ecuației și f(x) = (m + 1)x? — (3m + pia Eu (3m + 


+2). 
_ Rezolvare ( 1). g 
(m + Df(—1)< ate + 1)(7m + 13) pc A: x [- 15, —1) i 
{m +0) >0 | (m+ Dim —7>0 

Avînd în vedere sA pO se obțin soluţiile m e r — 1) - 
ai Rezolvare (2). | | 
P (m + Df(—1) > tale +. 1)(7m + 13) > 0 
E (m + 1f) <0 (m + 1)(m —7) <0 
Se obţin soluțiile m €- (—1 ; 7). 
Rezolvare (3). l 
E (m + If(— 1) > 0 | (m + 1)(7m + 13)> 0 
o mao (m + 1)(m —7)>0 _g. 2). 
Ei ia 3m + 10 <a] (m + 8)(m+ 1) <0 -mef ? B 
Xm +1) ` (5m + 12)(m + 1)> 0 | 

Avînd în vedere condiția A > 0 deducem în acest caz m € Ø: 
| Rezolvare (4). f(—1) = 0 <> Mm = a, 


„- Rezolvare (5). [(1)=0sm=7, 


m e(—1;7) 


—l < 


-7 


3 FĂ 8u 
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x 


i l = HDA T Meet 
Rit a E S 
pe A K ie 7- ; : i A a + X + 
s, 4 i x t - > [i $ - Ei è ê T ; 
g % . La “jó š . e ; å 4 o: "d. 


x ha i a i DE dinu $ 4 t 
A - g Li a } vt - e ld ` N i 


-. 


= Deducem în final că ecuația admite cel puţin o rădăciaă în inter- 
f j . 1 
valui 7 dacă și numai dacă avem me bra |- 
| $, 
| Drept concluzie, ca urmare a rezolvării problemelor din exemplele 3 
şi 4, facem observaţia că procedeul de rezolvare utilizat necesită un 
0 velum sporit de muncă, dacă este necesară studierea tuturor situaţiilor 
„ legate de poziţia rădăcinilor reale ale ecuaţiei de gradul doi, față de un 
> mamăr sau un interval. | | | 
d În continuare vom indica, pentru astfel de probleme, un alt procedeu 
- de rezolvare, care ni se pare a fi mai economicos dacă avem în vedere 
= velumul de muncă utilizat. Pentru. înțelegerea moduiui de lucru, ina- 
intea exemplelor pe care le prezentăm, facem două observații. 


Observații : 1. Să presupunem că zx, y sînt variabile în R astfel încît 
y =x —a unde a este un număr real fixat. Tabelul de variație a sem- 
alui variabilei y, în funcţie de valorile variabilei x, este următorul : 


~ 


z — 09 ot +0 


DI a 9) + 


Li 


Aceasta ne permite următoarele concluzii : 


i a <aey<O0;az=uey=0;r>aey>0. 


53 j DE .. . .. [i . . . - 

o - Astle] problema stabilirii poziţiilor “valorilor variabilei z [aţă de. 
numărul a se identifică cu problema stabilirii semnelor valorilor varia- 

i bilei y. i s 

E, | ” . . . A A z — cv 

ISM s Să considerăm acum variabilele reale z şi y astfel încît y = a 

k unde a + B sînt două numere reale fixate. Presupunind a < 5, tabelul 


de variaţie a semnului variabilei y, în funcţie de valorile variabilei x 


3 

= oste următorul: 

A y + 0 — | + + 
A Rezultă că putem scrie: 


zelu; 8) y <0; z=aey=0; x é [a; B] ey > 0. 


Menţionăm că în y = 27“  considerind 8 < «, concluzia privind 


z— B . i | 
. . ig 45 i a P i As A 
pozițiile valorilor variabilei x faţă de intervalul [8 ; «], este aceeași 


| că în li — ca. I 
4 — Metode de rezolvare a problemelor de matematică in liceu cd | 81 


j x yw - <- EE EEEE T T at 5 _ AI PR aa tai _ p N g 
T; > , A b + ~ 7 me iT E T ucr AI io iii nat în m ani E TREES ER Aa E 
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` Deducem de aici că problema studierii poziţiilor valorilor variabi- 
i z fată de intervalul determinat de numerele g, 8 se identifică cü pro- 
blema studierii semnelor valorilor variabilei y. | 


5) Să se studieze pozițiile rădăcinilor reale ale ecuației 
(m + 3)" — 8 — (9m? + 2m — 15) = 


faţă de numărul —2, în functie de valorile -paramelrului m € R, 
Să considerăm pentru început m # —3. 


Discriminantul ccuaţiei este A = 16m? + (m + 3X 9m? + 2m — 15)=: 


= 9n + 45n? — Yn — 45 = 9(m 1 5)tm + im — 1). 

“ Menţionăm că este necesară calcularea discrintinantului la începutul 
rezolvării, deoarece dacă acesta este pătrâțul uniti polinom, este indicat 
procedeul de rezolvare din exemplele 1 și 2. 

Avînd în vedere observaţia î facem substilulia y = x + 2 (deoareca 


x = —2) şi putem alcătui următorul tabel de variaţie a semnului lui E 
x | —o —2 = +o 
a a n | - 0 + 


`Ţ 
g 


Rezultă z = y — 2 şi, înlocuind în ecuaţia propusă, deducem : 
(m F 3)y* — Vim )y — Amt — 2m — 3) = 0. 


Discriininantul ecuaţiei în y este A’ = 36(m + 1)2+ 9m +- 3m? — 
— 2m — 3) = Ym + 5)(m + (m — 1). (Rezultatul A'=A nu sur 
prinde, deoarece prin substituția y = zt + &, al, avem ze Re 
< y e R deci ecuaţiile în z şi y au rădăcinile de aceeaşi natură). 


Dacă 4 Yi» y: sînt rădăcinile ecuaţiei în y, putem scrie: 


PpP = ai ABE 9n + Lym — 3) o 12(m+ 1 


În cazul m = —3 ecuaţia propusă este de gradul întîi şi are solutia 


STR AID aptă — 2. 
2 


- Rezultatele obținute sînt sintetizate în tabelul numărul 1, tabe! care 


“constituie răspunsul pentru problema propusă, 
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m |IAlP|S | Eco ny Feja nx 


| Lódóceim | Bodden Și 
e a Îi complexe ` Ea 


Xp. Xa >-2 
Sa 

Sti K1>-2 
BS: A22-2 
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AI r 
-1 |o |o lo [yry | zmz 


| poddon | eòdòcim 
COmMpIExXE | COmpIeke 
| conjugate conjugate 


1 10 y= y2>0 |Xraž2>-2 F i T aci 
i SFR aia ai 
1y >0 INF AZ 
1y2>0 


| X2 >-2 
y OY, 
] 


Iy/<0 
|Y2>0 


— (+ [+ 


-< 
+ 
+ 
cini regle diferite 


ai 


| ERIE A A 
| Xp s-2< X2 
| 

| 

| -22X 


Fy 
l 
T a 
Rădăcini reale diferite 


Rad 


5 
D> 
vs] 
= 
œ 
a 
Z 
aa 
— 


6) Să se rezolve și să se discute ecuația : 
(3m- — 1) cos 2x + 4(m — 1) sin x + 3m —5=0,meR. 


Vom observa că ecuatia propusă se mai poate serie (3m — D( — 
— 2 sin? x) + 4(m — 1) sinx + 3m — 5 = 0, de unde deducem : 


(3m — 1) sin? x — 2(m — 1)sin t — 3(m — 1) = 0. (11) 
Notînd sinz = t obtinem ecuația : 
(3m — E — 2(m — I — 3(m — 1) =0,meER,tEeR, 
ii| sl, (11) 


83 


M al: cărei discriminant este A - aie PR e ae 3(m — 1)(3m — 1) = (2m a 
= DOm =, | poai Ee 
Pentru m € (==: =) )[1; + ONES ecuația (11) admite deuă 


e rădăcini reale fn Și le. 


Dacă |4] < Tis ecuația (117) admite familia de soluții 
č = (—DE arcsin ti +'kz, ke zZ. 
Dacă şi Iż} < 1, ecuația (11°) admite şi familia de solutii: 
e 


r = (—1P ii ta + hz, h e Z. 


Sintem astfel conduşi la a stabili condiļiile in care ecuația (11 ad- 


mite rădăcini în [—1; 1]. Pentru aceasta facem substituțiă j= mr i 
şi datorită -tabelului : E 
A S zac 1 +00 ` 
y + | — Q + 


sîntem în măsură să stabilim apartenenţa, sau neaparienenţa, valoriler 


lui ź la il | —1; 1]. după semnele valorilor lui. DA „n 
-Di s=; gi Htt îni 
ATT educem = rep înlocuind în ecuația (11), 
zută. 
my? + X3m —2)y — (m — 2) = 0. 11) 


Discriminantul ecuației (11”) este A’ = (3m — 2} + m(m —2) = 
= 2(m — I)țom — 2), deci A = A' (a se vedea observaţia făcută ta 


"exemplul anterior). 


Dacă Yis Ya sînt rădăcinile ecuației (11) deducem: 


— 2(3m — 2) 


: S= y tj 


P= My: = ed in 
, m 


4 73 . ` ` a l Li ej ~ . . 
Evident am presupus m £ Fh datorită ecualici (1), m o0. 


l Pentru aceste valori ale iui m, iplocuind în (11 5, rezultă: 


” 


s 
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k i — pentru m = -~y ecuația are gradul unu şi admite rădăcina ly . 
„RI E. o | l 
Roer im M A 1]; 
EE A A m Ba a 
A _— pentru m=0 ecuaţia admite rădăcinile —1 e[ —1; î]şi dee[—1;1[ 
i Tabelul numărul 2, sintetizează rezultatele obținute, permiţ indu-se 
„următoarele concluzii în legătură cu ecuaţia (11): 
pt >: (î) me (— %0 s 0U f} U(2; +o) — ecuația admite o singură 
ANR familie de solutii ; | | 
met; 1) — ecuaţia nu admite soluţii; 
3 a: (3) me (1; 2)] — ecuaţia admite două familii de soluții. - 

| Eco iny | Ecuatia int 

ul ŞI errr) 


SR 
Sade NITIA A 
SRi RA ) 


NETTA] 
NA ZE Er, 77 
SSI 

ÇI 


EC. QIT ta Lti 17. 
l, E [1,77 
t É C1, 1) 


redie OE 


fogodni VC 
| comprese COP ese 
Liei 
lér E(-1:12 

Pai $ BENEN 
log! le 
i | y 
R Iy <0 = H2 X z ELI) GEGN 
| EN CU 
Is! N Ize(-1i1) 
| X 1 Y7.<0< Y2 g | #2 $ [ri] 
RE, N | 

-|X í PR I 
S i S i 
È | 


TABELUL NR. ? | 
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ecuației 


` 


- 


3.6. DIFERITE APLICAȚII 


a) Dacă p, q € C. j O, valorile raportului rădăcinilor sînt rădăcinile 


Q 4 (29 — p'r q=0. 


b) Dacă p, qeh,prq+k<O; k fiind un număr real poziliv, 


fixat, ecuaţia are rădăcini reale diferile. 
c) Să se determine numerele p și q în ipoleza xı = p ; ta = q. 


Li ZO # 0); 


Xa 


Pentru a rezolva punctul a), notind à = 


putem scrie 


| = (pri) —p (UNA = —Ap (FA) = —Ap. 
Tı F T = —p ` 
Înmulţind parte cu parte relaţiile puse în evidenţă deducem (1 -+ 
T 299 = ap’, sau qa? + (24 — p?) + q= 0. - 
Afirmația de la punctul b) este demonstrată dacă A = p? — 4q] >00. 
Punind A = p? + q + k, deducem A = p —4(A — p? — k) = 5p? + 
+ 4k — 4A > 0, deoarece k> 9, A <0. 


Rezolvăm ultima chestiune utilizînd relațiile lui Viète. Sîntem asfel 
conduși la rezolvarea sistemului : 


pT pi pg 


Datorită ecuaţiei a doua á sistemului deducem p = 1 sau q = Q și 
avînd în vedere prima ecuație putem scrie p = 1 =q = —2, p = 0 = 


=q = 0. Deci soluțiile problemei sînt (p=0;q9q=0)şi(p = l;q= 


= —2). 


2) izcuația z2 + 2x — a = 0, a = CN ; 0), are rădăcinile x şi Tar 


` Să se formeze ecuația de gradul doi, avînd Aa Yı Și Ya, în fiecare din 


ipotezele + 


l-r 
(2) h =e, h = s 
L+, 1 +r 


Facem observatia cà am propus două probleme de acelaşi tip pentru 


„a prezenta două moduri de rezolvare diferite, cititorul avînd posibili- 


“tatea de a alege, de la caz la caz, modul de lucru. 
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„este 


TR ao 


>) R «è ĝ : oai : 
Pentru a rezolva prima problemă vom observa că ecuaţia cerută 


Y? — (Yi E Yey + Yiya = 0. 


pici ds ptp  j tite = —a, putem scrie: 
A lar, 1 
Yı t aa 4 lu le, L .2 2 ; 
i Tı TT, ait ai t aka) = 
A 
> a H za) nr + (r, ba] t., 
A 2 i aaa 
1 z ; 
pge = LEENAN HT). Dita + (2, + 1,) +1 _a+1 
Tit, in s n 


deci ecuația în y este ay? + 2(a + iy + (a+1)=0 
| Vom rezolva “problema (2) exprimind Yı în funcție numai de una 
dintre rădăcinile ecuatiei în a. Deducem: | 


paci Tı— Tti LI +2r;—a 


— 


1+x, Zi + TT, z, —a 


(S-a inlocuit n = a —2z, oblinut din: 7? J- 2r, —a=0.) 


: 37, —a , . ÎTa — a A : 

Deci y; = — și evident y, = ————. Sintem astfei condusi 
m-a Tr, —a« 

x 


ia substituļia y = = = de unde rezultă x = a -54 , Înlocuind în 
ecuaţia în x putem scrie succesiv; ie 
a(y — 1) + 2a(y — Iy — 3) — aly — 3) = 0 aly? — 2y + 1) + 
+ 292 — 4y + 3) — (y? — 6y + 9) = 0 $ (a + Ip? — 2a + ly + 
+ (a — 3) = 0. 
3) Ecuațiile : 
xr? — 2mz + m + 9 0; mr? + 20m — 1)xr + 1 = 0, 


unde m esie un paramelru rea! nenul, au rădăcinile a, b si respectiv a, 8B. 
Să se determine numerele z, si x care îndeplinesc condițiile : 
T, hai a 


£g; — b Ly—b tı— B Ta — B 


Să se interpreteze geometric rezultatul obținut. 
Notăm: 


S=a+ b; P,=ul; S, = a + B3; Pe = aB; S S t ti P = Tita 
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S 
Won 
TE 
ae 
Bi 


în fiecare din ipotezele : 


A 
? 
å 


„Relaţiile din enunț se seriu respectiv : 


AP + Pi) — SS, = 0; (P + Pa) — SSa = 0 


pai ce E ETA | uani a 1) Ă A 
; i Înlocuind : 5 a dm t P, > m +2; 5 a E a., Pje PE * obti 7 


m m 


nem sistemul: 


2m —1)S+ mP = = 


Determinantul sistemului este 


in 


T 
| 


B „om Di it |, 
2m — 1 m 
“Dacă m? + 2m — 1 = 0, deducem şi 
m m + 2 


= —2(m2 + 2m — 1) = Ọ, 
2m — 1] tl ie 


deci sistemul (12) este compatibil nedeterminat. Soluţie a sistemului 
este orice pereche ordonată de numere complexe (S; P), unde S este 


arbitrar, iar P = mS — m — 2 (În acest caz ecuațiile din enunț au ace- 


„- dleaşi rădăcini.) 


Dacă m? + 2m — 1 4 0 sistemul (12) ure_ soluţia unică: ` 
| l \ Sa] A P = —? 


k 


deci x; şi Za sînt rădăcinile ecuației x? — xz — 2 = 0. Deducem v= l; 


- Ee a` A | N 


Facem observaţia că pentru m e(—c«; —-D)(JQG; + ©), fiecare 
dintre ecuațiile date are rādăcini reale diferite. Conditiile din enunt 
expiima că punctele S(z,; 0) şi T(xa; 0) sînt conjugate armonie cu 


„punctele A(a; ©) şi B(b; 0), de asemenea, sint conjugate armonic şi 


cu punctele C(4; 0), D(B; 0). (Reamintim că punctele S şi T se zie 
coajuvate armonie cu:punctele A şi B, dacă punctele S şi T determină 
pe segmentul i AB i rapoarte de valori opuse.) 

4) Să se rezolve ecuația : | 


(m + Da? —6mz+ 33m + 1) =0, meCNi-—l), 


(1) 3a, -X = ] ` (2) 27 — Ta == 3; (3) pia 3S,— 4$, — 059 TE 3 
unde zi, Te SİNİ rădăcinile ecuației Şi Sa = 2} 4 a (k = 0; 1; 2; 3). 


ae a | (12) 


a 
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s 


? Ee A va $ T N ba y 


aS Pi z ' 5 


FĂ își 4 Pa Pa + 
ë ia 


- În” prima ipoteză sintem conduși la rezolvarea sistemului: 


, i b c 
Sti — tr = l; £i -F t = — — ; TT, = — 
a a 


(a=m+ 1; b= —Gm;c=3(Gm+ 1). 
Din primele două ecuaţii deducem: S 
Eo RR —(a + 3b) 


i 


t = j g 


4a 4a 


“şi înlocuind în ultima ecuaţie a sistemului rezultă : 
(b — a)(a + 3b) = 16ac, 


(Im $ 7m — 1) = 43(m + m4 1). 
Se obline astfel ecuaţia : r 


25m? 4- 182m + 49 = 0, 


_ . v w . . A - 7 
ale cărei rădăcini sînt —7 şi si sd 
"ea 


25 


Pentru m = —7 rezultă ze {2; 5} şi pentru m = —- 


q eEel—2; = 
3 

În ipoteza (2) obținem sistemul: , 

c 


i an 
i 230 t = 3 ti — i he 


a cărui rezolvare implică unele dificultăţi de calcul datorate prima 
ecuaţii. Pentru simplificarea rezolvării, să observăm că an, fiind rădăcină 
a ecuaţiei propuse, verifică egalitatea ari + br tre = 0, deci a? = 


i i A i E ONN 
ARE (bz, + c). Înlocuind în prima ecuaţie a sistemului deducem 


pea (bz, +- c) — £a = 3, deci 2br + ata = — 3a — 2c. Sintem astfel 
A i 


conduşi la rezolvarea sistemului : 


è > Cc 
al ; dz, E at, = — 30 — 20; A2, F ata > —bi Pata = 


' 


. ` (13) 
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Pimen ms me aia ia Aiae 


Yi 
A 
i 

1 
I 
A 
Ii 
B 
i 

í 
i>i 
A 


A ARE 


Eliminînd z, între primele două ecuaţii ale sistemului (13) deducem 


O {2b — ate = 302 — 2b? + 2ac. FEliminind x, între aceleaşi ecuaţii 
deducem si (2b — ar, = — 3a 4+- b — 2c. Înmultind, parle eu parte, 
ecuatiile obținute rezultă : i 


ab — attit, = (— 8a 4 b —2c)(3a2 — 9b2 + dac), 
si — aNînd în vedere ultima ecuație a sistemului (13) — obţinem: 
eb — aj? =(—3a ph —Do)(3q2 Ibp 20). Y 


Deoarece: 2b — a = — (13m + i), — 38a + b — 2c = — 93m -+ 1); 


3a — 2p? + 2ac = 3(— 17m? 4- 10m + 3). ecuaţia (139 se scrie: 


(3m + (tm + 29m 4+7)=0, 
p7 1 i 


de unde deducem m e J} —7; ——; ——LĻ\. Înlbocuind pe rînd, va- 


3 4 
lorile obținute pentru m în ecuația din enunţ; obținem soluțiile pro- 
blemei propuse: ` - i 


AN fa i 1 
(m = Pi m = 2i t= 5); (m = pia = 0; =3); 


` 


În ipoteza (3) voin observa că pulem serie; 
3 ) [i ad b 
AA hi s S, = ti Fr = Á- —> 
a -~ 
E pă + T a (t; t Xa)? — 2t,f; ; 
5, jia zi -+ ZA e (2 + Taz — ViTa + xi = (T + zot +r)’ = SE Tek 


Substituind : 


* öm 3(3m 1 
Ti -f- Ta z R H TiTa == (3m + 1) 
mil m -+i 


deducem : 


CRRI 6(3m* — 4m — 1), Sis 54mm: — 4m =) 


(m + 1} un Ip 


Înlocuind în ecuaţia din enunl, rezultă: 


om” — B3m? — 34m —5 = ÙÜ, 
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Botea 


$. 


b 


Tena 


Fi 


Tn 
PEIE En ae 

E ; 

e E 

e AL tu, Ne e PNI A T , s 
4 ecuație ale cărei rădăcini sinl: ——; — iag 5. Procedîind ca în cazu! 
Ey: $ 3 4 ; 


anterior deducem soluţiile problemei : 


A | 2 2 
E x cui A 
S a): Fie ecualia : 
(mp m — p + Ijz? + (p — 1)\(m + 2)x — m(5p ~ 1) = 0, 
l 
unde m, p sîn paramelri complecși şi mp + m — p +- 1 4 O, 

a) Să se delermine valorile paramelrului p dacă ecuația are cel puțin o 
rădăcină independentă ce m. 

b) Să se determine valorile paramelrului m dacă ecuația are cel pulin s 
„rădăcină independentă de p. . 
„Să se rezolve ecuația în ambele cazuri. 

Pentru primul caz vom observa că ecuația se scrie : 

mi(p + Da + (p — 1) +1 — 3p) +10 —p)z + 2(p — Dr] = 0, 

5 y mim e t),* (14) 

> deci va trebui să determinăm x € C care verifică simultan ecuaţiile : 
(p+ Dæ +~ Url —3p=0; (p = IHP -= 21) =. (14) 

Dacă p = 1, ecuaţia a doua u sistemulu (14) este identic verificată 
iar din prima ecuație, a aceluiaşi sistem, rezultă z € {—]; 1;. Deci 
pentru p = 1 ecuaţia din enunț admite ambele rădăcini independente 

de m (24 =.—] ; Ta = 1). | E d, E nu 

Dacă p x 1 din a doua ecuație a sistemului (14°) rezultă xv = O sau 

TA ` 
, , i ——.. 
x = 2. Pentru x = 0 deducem din prima ecuaţie p = TH aoa 
din aceeași ecuaţie obţinem p= —l. Înlocuind p = i în ecuația (14,) 
aceasta devine 
| m(2z? — x) + (x? — 2r) = 0, 

A To i Sc d indeperm 
deci cea de a doua soluție a ecuaţiei (s-a găsit o soluție x = 0, incepe 
dentă de m) este: 

Oy ` 2m -+ 1 

4 A 1 i ! ) i.) 
= = Ei cdi aaa în 0 ditiile enunţuiu. 

À (Se va observa că p= re =m f ni iu Conal; 
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 Procedînd analog și în cazul 
“ecuaţiei V= nL i 
În concluzie 


© > Pentru a rezolva punctul b) j problemei vom observa că putem 


serie : | 
plm — Da2 + (m + 2)z — 3m] + [(m + Ia — (m $ dz +m] = Q, 
l v plp e €], | ca: în DĂ) 
acea cè conduce la rezolvarea sistemului. ; | 
kg (m—1)x?+(m+2)z>3m=0 ; (m Da? —(m+2)r+m=0. iE g S 


Adunînd între ele, parte cu parte, cele două ecuaţii, deducem 
m(x? — 1) = 


: Dacă m = 0, din sistemul (14°) rezultă z e {0; 2), Dacă m #0 
rezultă x= —1 sau æ = 1. Înlocuind x = 1 în prima ecuație a sisle- 
mului (14°) deducem m = 1 şi procedind ca în cazul precedent din 


ecuaţia (14°) rezultă cea de a doua rădăcină z = 1732 „ Analog, pentru 
t= —l nepen m = —1 şi a doua rădăcină a ecuaţiei (14) este 
z= e „ Răspunsul t punctul b) al problemei este deci: 
P , E 
= Baa 10; 2) l > 
da i m= 1> ef-1; 3 
| 2p 
| m= ia efi; El 


6) Să se discule nalura și semnele rădăcinilor reale ale ecuației : 
(2m + 1)? —3z2 — 3x + (90m4+1)=0,meh. 


Pentru rezolvare vom observa că ecuatia din enunţ (ecuaţie reciprocă 
„de graduj 3) se mai scrie sub forma : 


(a + Dm + Dg Am + Da Om + 1)]= 
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zul p= —1, se găseşte a doua soluţie a. 
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| 


„Rezultă că oricare ar fi me R ecuaţia admite rădăcină i si i, 
< <` eontinuare problema reducîndu-se la discutarea naturii si ciada 
 mădăcinitor reale ale ecuației de gradul doi: 


pe (2m + Da —2(m + 2)e+(O0m+D=0,meR 05) 


tii 1 ET 3 | 
\ at Dacă m $ — aE discriminantul ecuaţiei este A = (m + 2}? — (2m + 


+ 1} = 3(1 — m’). În plus, za ṣi z, fiind rădăcinile ecuatiei, av era și: 


cdti ARI 


P = £T; == 1; S =t 4z 
e 2m + 1 


i | 
1 iz ie n mara 
Pentru m = = -z ecuația (15) are gradul întîi şi rădăcina z =Q. 


Sintetizînd în tabelul numărul 3 observaţiile asupra ecuatiei (15), 
răspunsul pentru „problema propusă este următorul: 
me(—o; DU (1; +) — ecuaţia admite o rădăcină reală ire 
= —] şi două rădăcini complexe 
conjugate ; z 


N 


m = —] _— ecualia admite trei rădăcini reale 
| | egale (2, = ty = 23= =I}; | 
m= ] l . — ecuaţia admite trei rădăcini reale; 
Tti= ~l; La ==: 

ý : 1 i f : E ae dă 

m e [ai 2] | — ecuaţia admite trei rădăcini reale x, = 
| , =" —1; Za < Is <0; 
1 : A si. e a 

m = Pop — ecuaţia admite două rădăcini reale 

t= =]; 12=0; | 

t i 1 ah i E T 
m e (> PL 1) — ecuaţia admite trei rădăcini reale z = 


= —] 3 Xa > Ty > 0. 
5 i TUE PRI N, 
7) Să se discute nalura si semnele rădăcinilor reale ale ecuației 


mat + 2m(m — 2)z? + 5m —4=0, men, 


Pentru rezolvare, vom observa că notînd x? = y, sîntem iarăşi con 
duși la discutarea naturii şi semnelor rădăcinilor reale. ale unei ecuatii 
de gradul doi; 


my? + 2m(m — 2)y +- 5m — 4 = 0, ment. (16) 
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PT 


g Discriminantul ecuaţiei (16) este A = m:(m — 2) — m(5m — 4) = 


= mi — 4m? — m? + 4m = mm + Dim ma 1)(m = 4), Rădăcinile ace- 
“leiaşi ecuații fiind y, şi Ya avem şi: ! 


5m — 4 


m 


sfai iu a —2(m — 2); ge 


Rezultatele referitoare la ecuaţia (16) sînt prezentate în tabelul 
nu mărul d. Deoarece rădăcinile ecuației din enunț sînt: 


= Nas & ta = Alu e cp => -Vii 2 = Vi 


i Notyra Semele : 
12 APIS] /oageiaikr eructiei (15) 


-s jal} fozoz 
| complere 
- 2|- +10 conjugate 


NGLYLO SI SEMINEE 2 
Zi cual ECU + 4), 


ap |]s 


Fizz pete 


=f]g da e XJ =- COR/UZIre 


he 0 
R ui Ni | << 
mă m Se 7 
tit RE 42 <A3<0 EL a 
` C sr 5 
` IQ | f NNS UJ? AR 
-7/2\ = (=|= |Ecuofe GERT x20 RS 97 > Y2 >8 
ei a i i 
Mt 
i RN X2>XI>0 Fes 
HHH | Rodo cM 
NIN Z complexe 
«ti conjugate 
7110 
) 4 
ESCIEN 
| = iu) Complexe 
| conjugate 
e ati + co 
TABELUL NR. 3 TABELUL NR. 4 
răspunsul la problema propusă este următorul: 
me(—-o; =I) U (=: 1) — ecuația are patru rădăcini 
e reale diferite, două din ele 
fiind opuse celorlalte două; 
me 4-1; 1) — ecuația are pairu rădăcini 


reale, ty = Ty = Ii =; 
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me(—1;0U(1:;:4U(4; +) — ecuaţia are patru rădăcini 


complexe, dotă din ele fiind 
conjugate respectiv celorlalte 


două ; 
À 4 l . w > pad e 
m € ( Fa — ecuaţia are două rădăcini 
: +,” reale opuse şi două rădăcini 


complexe conjugate ; 
4 : 2 e d 
F5 — ecuaţia are patru rădăcini 
x: | 
+ > reale Ti. = Tı ai O, Tz = —_ Üg 3 
4 — ecuaţia are patru rădăcini 
complexe Zi, = Tz; Ta = Ty 


8) Dinire ioate triunghiurile dreptunghice înscrise în același cerc, să 


se  delernuine iriunghiui de perimetru maxim. ` 


Fie R lungimea razei cercului. Deoarece ipotenuza triunghiului drept- 
unghic înscris în cerc este un diametru al cercului, rezultă că lungimea 
ipotenuzei este 2R. Lungimea unei catete fiind z, cealaltă catetă are 


lungimea JiR? — x°. În fine, dacă 2p este perimetrul, rezultă : 
2p = 2R Ai ab JIE 
de unde obținem ecuatia ; a, 
a2 — 2(p — R)x + 2p(p — 2R) = 0. (17) 


„Pentru ca ecuaţia (17) să admită rădăcinile reale este necesar şi sufi- 
cient să avem: 


= (p — R) — 2(p” — 2p R) > 
de unde cautai : | 
p? —2pR — R? < 0, 


o< <1i+/Z 


Deoarece p < R( + 4/2) rezultă Damas = RO A+ 443). şi în acest 
caz „ecuaţia (7) are rădăcina dublă 


= Pmas — R = RJZ, 


ceea ce conduce la: 


deci triunghiul este isoscel. 

Am demonstrat astfel că dintre toate triunghiurile dreptunghice 
inscrise în acelaşi cerc, triunghiul de perimetru maxim este triunghiul 
dreptunghic isoscel. 
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Ia s i: . ECUAŢII ALGEBRICE DE GRAD MAT MARE DECIT Bar 
ar T z i t 


E 1 44 UNBLE TRANSFORMATE ALE ECUAȚIILOR ALGEBRICE 

IE site a: Pentru o mai bună (nietegeră a celor ce urmează vom începe priB 
BESE prezentarea. unor proprietăţi ale funcţiei : 

£ e at at +b b i 
[z -=E = a e aatis 
ni pe = MI 70 aa KE 


| unde a. b, c. È sînt numere abcipbiea astfel încit [2 Ai = ad — be £ 8. 
t 


Deoarece : 


Ee a+b a+b _ (ad—bo)lh-i) ooff 
Ñ Ti ~ N $ == t => ——_ — — => o —— => 1 m] 39 
EET 0 N) f (fa) ct, +d +d (d, + d) (eta + d) 


rezultă că funcţia este injectivă 


ERDA k i 
VE le a. îm plus dacă ze CE, deducem : 
et, . . c 


A 24 


| l b— d d 
1 = ze Lt EE = b — dz: > l = = OR? 
ct + d cz —a e 


ceea ce demonstrează surjeelivitatea funcţiei f. 
 Atrihuind' diferite valori parametrilor a, b, c, d, diam din (18) 


forme particulare, printre carce : 


O KD=t+AhEC; NO) = ki (E e: [D= t (D=. (8) 


aa Fie polinomul : | _ 
es, da r 

i ARĂ p= aX" + Cn- 1 ăi +... + aX +a e CX], n >, > l, d, £ 0. . 
ERT s 


Dacă în Paita plz) =0, ataşată polinomului Pp- substituim Z => 1, 
obţinem ecuatia : 


îsi + U + azotat + bC + d a .. c+ alat + (et t d): +. 
+ alel + d) = 


- “nu mită „ecuaţia A N mată în f(D)“ (pe scurt „transformata în f()”) 
-a ecuației p(z) = 


a T dada FR. DES, 
: Se observă că dacă — este o rădăcină a ecuației p(z) = 0, gradul 
r R TE c 
à 
„ vransformatei este strict: mai mic decit n, iar dacă — nu este rădăcină 
Cc 


a ecuaţiei p(z ne 0, gradul transformatei este n. 
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AR A Y : t 
+ : a $ D } 


„Fie 2, Za, ek» Zas rădăcinile ecuației p(2)= 0. În legătură cu cazurile 
particulare (18), facem observaţia că relaţiile : i 


gi 4 , 1 
es saatt iio kl (k a Ch, mit, ia 
R permit obļinerea de informații asupra rădăcinilor fransformatei. De- 
ducem : . 5 
= pădăcinile transformatei- în t + h sint z} — h, Za — ħ, coc. Zą— h, 
` ~ o o > a Fi 1 1 = 
— rădăcinile transformatei în kl sint da Pe qah sess za 
— rădăcinile transformatei în —( sint —zą. —Zə, «<. ,—Za» 
iz {vw v . » . a 1 A 1 1 i - 
. — rădăcinile lransformatei în — sînt —, —, 3—3 dacă ax. 
i l B; -8 2y 


-- Prezentăm în continuare două probleme, a căror rezolvare este mult 
uşurată datorită utilizării ecuaţiilor transformate. 
Exemple: 1) Să se rezolve ecuația p(z) = 0, unde 7 
l p = Xt — 7X? + 15X? —7X — ô, | 
“stiind că diferența a două rădăcini este 1. 

Abordarea problemei cu ajutorul relațiilor între rădăcini şi coefi- 

cienţi nu este recomandabilă, datorită dificultăţilor de calcul ce se În- 
- timpină în rezolvarea sistemului care rezultă. O soluţie, mai economică 
din punct de vedere al calculelor, este cea care urmează. 

“Conform enunlului rădăcinile ecuatiei p(z) = 0 sint a. a — ł, b, e. 
Deci ecuaţia p(2+ 1) =0 are rădăcinile a — 1, a — 2, b — Be 1. 
Rezultă că ecuaţiile p(z) =0 şi p(z + 1) =0 admit rădăcina comună 
a — 1. Deoarece p(z + 1) = 2 — 32° -+ 6z — 4, sintem conduși la a 
afla un cel mai mare divizor comun al polinoamelor p şi q= Xt — 3X3 + 
+ 6X — 4. Găsim X — 2, deci a— 1 = 2, sau a = 3 şi se cunosc astfel 
două rădăcini ale ecuației p(2) = 0. Acestea sînt a = 3 şi a — l = 2. 
În continuare se află şi rădăcinile b = 1 — Ja c= 1 + y2. 

Propunem ca exerciţiu rezolvarea ecuatiei zi -+ 023 -+ 172) 4 24: + 

+ 18 = 0, cunoscind că diferența a două rădăcini este 1. 

2) Fie p = X? —3mX? — 9X + 7m e C[X]. Să se rezolve ecuaţia 
p(z) = 0, cunoscînd că produsul a două rădăcini este —2. 

Vom observa, intii. că pentru m = 0, ecuaţia p(z) = 0 admite rădă- 
cinile —3; 0; 3 şi condiţiile enunţului nu sînt verificate. Putem deci 
presupune m # O şi in acest caz p(0) # 0. 


2 LA æ- 
“Dacă a, — =șşi b sînt rădăcinile ecuației p(z) = 0, rădăcinile trans- 


2 


` formatei în — „a şi — că deci ecuaţiile : 


a ` . 
2 — 3mz — 9%: -+ 7m = Q şi 7m: + 1822 — 12mz —8=0 (19 
admit două rădăcini comune. 
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w * = A . Fi = + e > -= gi 
ES i r n i a A i zi) Sa k . i 
«i Pi și A i ` i x È s G RAA i. Ås r j 


t 
E ba 


Sintem astfel conduşi la rezolvarea sistemului (19), necunoscutele 
„Bind m şi z. Prin eliminarea lui m între cele două ecuaţii, rezultă : 
z% — 37’ PE 


ecuaţie ale cărei rădăcini sînt: —2; 2; fă — 142 a 
Deducem că sistemul (19) are i roti 


(2: —2), (25 2,02; 0, 2: [IE 
(e ic ø 


Deci pentru m = 2 ecuația p(z) = 0 are rădăcinile —2; 1; 7 și pem 
iru m = —2 are rădăcinile 2; —1; —7. Pentru celelalte valori ale para- i 
metrului m condiţiile enunțului nu sînt îndeplinite. | 

Ga exerciliu, propunem spre rezolvare ecuaţia 2 — 3(2m + 1)z + i 
+ 82m — 1)z + 8(m + 1) = 0, m e C, ştiind că diferența a două ră ” 
dăcini este 3. i 


x 


4.2. OBSERVAŢII ASUPRA UNOR FUNCȚII POLINOMIALE SIMETRICE 
ŞI APLICAŢII ALE RELAȚIILOR ÎNTRE RĂDĂGINILE 
ŞI COEFICIENŢII UNEI ECUAŢII ALGEBRICE 


Fie polinomul: 
p= X” + üna X+ ... + aX + a e CA], n> 1, n #0, cz, 
ayfnd rădăcinile Zis Ze, <.> Za. Putem deci scrie şi 


J P = aX — 23)(X — 22)... (X — 24). 
“ Facem următoarele notații: =. 
r 3 
Sp +. t hez, ; 


Putem scrie: - 


"Ee EN p EEA so p ETE Ewi 


i 
P, — Zi | 
aa(X — 200 — z). (X — za) = Po: į 
— Za Îi 
| z 
a,(X naii z)(X pre Za) .. A = ZŁ% -F Zian) ss A m Z.) 222 £ 
a mia ; =- g 
E. G <k<n} P 
X — Zy 
a8 IE | | 
; i Hi 
| 
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Dp fiind derivata formală a polinomului p, avem : 


E e E RE E (20) 


T — 3; T — z T — Zn 


Dp = 


şi 


Dp = na X*+ (n — lan 4 e. H 2X + a (90) 
N „„Deoarece X — z; | p, oricare ar fi k = 1,2, ..., n, utilizînd schema 
| “ui Hârner-Ruffini, deducem : ` 


A m da cat, + (QaZi + E De dd, -= (anz? -= Anık ~l- Gilan -h 
— Zy . 
> F r HR F ak 3 ... t at ai) 
și din (20), rezultă: . , 
Dp a Nd, X”? + (a, Sı T nas) X" P (n Se P an1 51 Sh 


A Naga) F oH (an Saca F da1 Sas sk MS + na) [~ O. 


(2%) 
Din 420”) și (20”) deducem următoarele relaţii: 
Aada -+ dni Se = (n — l)a 
ün Sa + Uno Sit ana So = (n — 2)anca (20°) 


e Ia d . . . . . . . | . . . . cc . e 
aa Sni + Coca Saca se + 4S, + aSo = (ly, 
datorate lui I. Newton. > 
Zvidențiem că relațiile (20%) dau posibilitatea calculării sumelor 5, 
pentru toate valorile lui k de la 1 la n — 1. | 
Să observăm acum că putem scrie p(z) = P(z2) = ... = p(zu) 0, 


deci ; 
asz + apa t Fani Fa =; 
a23 + an9 + Fatu =; 
å è . . 
e . 
é . . . Li 
0078 + Aaah F oee QaZa t e == 0. 
s ~ . . - 
A Înmulţind ambele părţi ale acestor egalități, respectiv cu 2a, 
10%; „e. ZE2, unde k e Z şi adunind parte cu parte egalitățile obti- 
nute, deducem relația de recurenţă : 
Ea Aa Sr. E lani Sra F eee H Sk t to St-a = 0, k € L.. (21) 


99 


CE Scanned with OKEN Scanner 


£, r Yr: z, care verifică sistemul, sînt rădăcinile ecuației : 


nI aiie Talatiile (20%) şi relayja de recurenj ă e) seră: posibi- Bes $ 


atea calculării sumelor Sy, oricare ar fi k e Z. i 
Pentru a demonstra utilitatea relațiilor (20°) şi beta să calculăm cd 


i S; în cazul: 
a NE Ma ape ft ela 


Deducem imediat Sp=4, $S = —l, = (z + za 4 23 pct 
— X + 225 + Za) a a a Sii 
Din (20°) obţinem Sa + Se + Si — S5 —l st: avînd. 4% vederi 
zezultatele de mai înainte — deducem S; = 5. l 
Fie acum relajia de recurenţă :, ; că 
Se Sht Sia = si s + Su =0, kez (22) 


- Punînd k = 4 rezultă Sat S + Şi; — Si H So = 0. Deci CA = —9, 
Dind, în A relație (22), valoarea 9 lui k, avem S; + Si Sa — 


o S: + S, = 0, de unde obținem S; = 4. 


Dacă în (22) facem k = 3, rezultă S + Se zs S — Se + E Sa = 0, 


„vede unde Sı = So — Sa — Se — Sa = |. 


În fine, pentru k = 2, deducem tot din (2 2): g Et S; + Se S H 
+ Sa = 0 şi de aici S., = —l d , 

„ În continuare prezentăm trei gupie de aplicare a relatiilor intre 
ES eini şi coeficienți la rezolvarea unor probleme de algebră. 
Exemple : 1) Oricare ar fi numerele complexe a, b, c se verifică egali- 
taiea 1 

12[(a — b)” + (bey F (e — a) ] = 
— 7|(a — b)? + (b — c)? + (ec — oP (a — p)? + ei. Ep -+ (e — aj”. 

Notînda — b = 23, b — C= Z, € — (U = 23, să observăm că numerele 

2, Že, Zs Sînt rădăcinile unei ecuaţii de forma: ` 


appz Aag = O. i (23) 


Avem deci de demonstrat egalitatea 128S, = 7 Sa A 
Seriind. relaţia de recurenţă (21) pentru ecuaţia (23), dind pe rind 


„Ami k valorile 3, 4, 5,7 şi avind în vedere S, = 0, S, = —2p, problema 


se rezolvă imediat, 
o 2) Să se rezolve sistemul ! 


tty tz= —]; gey" A na 9; Q3 pi = ce 
„Notind r + y ef- 2 == Pi, TY -H yz kE ZT = Pry, vY = Pys numerele 


i pi, o B — pl? + pat — pa = 0. (24) 


e Mit ma ma = 
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NAC e E fate 09 iat +1 Pa, Da a au meg)", EATE TE 
R pt E TaN. Taa Me s 


PA Se ai 

Pi md NR 
Pg om $ 
> 


a a 
ta 


e Sa 


zel Cunoaştem S: ASO SNS = i. Deoarece S, = Du Ss = 
mm pf — 2pa, deducem p: = —d. A în ac AE, PSF, 
= Relația de recurenţă (21), pentru ecuaļia (24) şi k = 3, conduce lai -- 


Sa — Pı Sa + paSi — 3p; = 0. 
 Deèdúcem de aici p; = 4. ` 
„A Ecuația (24) se scrie acum Ë + — 4—4 = O şi are rădăcinile 
si d me —23; l = l, h I 2 a i 
d Deci sistemul propus pentru rezolvare are soluțiile (—2; =1z2)ţ 
A 07 25—0)p(—13—292):;(—132:; —2); (2; 2; 1); (2A —2e. vi 
3) Să se rezolve ecuația x? + px? +qr+r=0(p,q,reo), știind 
că rădăcinile sînt trei termeni consecutivi ai unei progresii arilmelice și trei 
termeni conseculivi ai unei progresii geomelrice. | 
DACĂ Li, Za, Xa sint cele trei rădăcini ale ecuatiei, sîntem conduşi a 


an E. 


` face ipotezele: i i 
a) + Ti, Za, T3 F b) — Ii RR Xz WE 
= Ti, Ta, Ta | H T, Xg, Yo | 


(Se deduce imediat tă celelalte situaţii, legate de ordinea rădăcinilor 
în progresia geometrică, conduc la una din ipotezele anterioare, rein- 

= dexînd eventual rădăcinile.) 

În prima ipoteză putem pune T, = a — bre = U, Ta = a + b. Deoa- 
rece 7! = 7,73, deducem a? = a? — b’, deci b = 0. Rezultă 2, = T, > 
‘æ z; = a şi ecuaţia din enunţ se serie (T — aè = 0, sau 20 — 3ax' + 
+ Ba'r — a? = 0, ceca ce conduce la: 


p= —34; j= dai r= =. l (25) 


< Dig prima relație (29) rezultă d = BA inlocuind în celelalte 
: 3 
donà relatii obținea: condiția de rezolvabilitate a problemei : 
p? — 3g = 0; p° —211=0, 
À qe * . . . +». ȘI p 
şâ căcinile ecualiei fiind Tı, = Ta = 3 = — T 
În ipoteza F avem 2 = a — b, ra = a, x = da + b şi din condiţia 
t$ am rxa teducem b(b + 3a) = 0. Deoarece b = 0 conduce la cazul 
yezolvat anterior, rezultă b = —3a, deci rădăcinile ecuației sînt x, = 4a; 
Hy y d j Te yaf —2a. w pe . . . . . - d 
O Utilizind relatiile între rădăcini și cocficienți, putem scrie: 


a S] | wA di zu Lai 
i i t tat De ep Sap p | 3 
Lita + ata + Lati = 9% SI =] op + 39 0 
PR abate e ml aa? i, zi 8p? + 27r = 0. 
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Fe e Sag di DN d Fi ʻi l . au F i j t i t 
. — Deducem că pentru 2p? + 3q = 8pë + 7r = O ecuaţia admite r- 
j K Dad + 4 l s 2 sfs n 9 
“dăcinile 2, = rau dig e însisi Lo = “h verificînd ipoteza b). 
4) Să se rezotve x? + 3mr? — t — Alm -}- ši = 0, m € Z, tn fis 
care ilin ipolezele + 
O a) i Ha ay; b) tta = 3, i 
Tis a, Ta fiind rădăcinile ecualiei. | 
Dacă Za + Za = To, cum Ti + Ti + ty = —dm, deducem rg m —3m:. 
i 3 3m i i 
è A s deci Va En — n. 
se Iu 9 
Ea > F > < 3m, 4 
inlocuind z; = — îi în ecualie deducem: 
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27m5 —T76m =64=0, | (26; 
Observînd că ecuația (26) admite rădăcina iptreagă m, sa 2 şi Vi 
rădăcini ma, ms € C, rezultă că ecuaţia din tipe se scrie În acest caz 
> t? + 6r? — x — 30 = 
vind rădăcina x = —3. Se deduc imediat i = i; Ig œ 2. 


-În ipoteza b), utilizînd și relaliile între rădăcini şi coeficienţi, deig- 
cem sistemul: 


a? 


Di 


E e zı + Ta + rt} = —3m Ti F Da + tpa —Saa EY 
; 3 LıTy + ToTg + Vti = —] TiI3 + ToTy =a 4 f (5; 
i = p 
p Tila = 3 Tla = 3. fd} 
rețete Datorită ecuaţiilor (a) şi (b) deducem qz,( -3m — £) = —4, deci 
ee aa i A k ” ý lim 8 r z PES 
„ad 4+ 3mr; — 4 = 0 şi substituind za = aaa din (c), rezultă: 
55m? + 62m4+7=0. (26° 
A DE i s A] o » {v EE S . a 7 Lă N 
na Ecuația (26) are rădăcinile —1 și a Deoarece m e Y, reziută 
„ma —l, deci ecuaţia din enunţ este - 
avînd rădăcina z = —1. Celelalte rădăcini sîat x, = l, Xy = B. 


gi: 5) Fie p un polinom de grad n > 2, cu coeficienţi reali, avînd rădărt- 
ui rile zi; 20, +. Ze diferite de zero și numărul natural k €e li; n— 1} 
= Notăma d 
tg i A z 22i, ‘Ži, .. Zi ipy ga Zip l | 
„suma fiind extinsă la loale permulările (în, is, ---, în) ale numereios |, 
„2 ses n Să se demonstreze că A este număr real. 


SM 
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Fie pentru rezolvare polinomul : 
a=| a ma efx roză m A XR + eat baza X Aton 
| s £: Ea 


Dacă t z stat două rădăcini complexe conjugate ale polinomului p, 
pitera scrie 
(= [x E. an NE ea [a E a NA A e nix] 

` : A ti 5, 


AN CR A 7 


deoarece vumerele complexe 2 şi = sint conjugate. 
`~. ` Ta z, d 
Se deduco imediat q e R[X]. Putem deci scrie: 


.*í 


D E tacă | N 
å sui {2123 i îs A. o... = (lb 2322 . .. Za e R. 
f Zi Za 


A 


4.3. APLIGAŢII LA STABILIREA NUMĂRULUI RĂDĂCINILOR REALE 
ALB UNEI ECUTŢII ALGEBRICE CU COEFICIENȚI REALI 


‘Pentru stabilirea numărului rădăcinilor reale ale unei ecuaţii alge- 
orice cu coeficienți reali nu se poate indica un procedeu cu caracter 
gəneral contribuţia rezolvitorului fiind esenţială pentru fiecâre problemă 
ia parte, În exemplele Í şi 2 vom prezenta rezolvarea a două probleme, 
ntifizind procedee care aparţin algebrei. În celelalte exemple vom apela, 

- petre rezolvaro, la unele rezultate ale calculului diferenţial .(0 conse- 
cîntă a teoremei lui Rolle şi metoda grafică.) ` i 

Fzomple 3 1; Dacă a, dr, ag Ca sînt numere reale și a, < Q < l < că 

st se arate că ecualia : 


{x — a:)(£ — a(x — u) + (z — a)(t — as)(7 — u) + (7 — a)l — 
— aa) — aş) + ie — MT — d2)(7 — az) = 0 are toale rădăcinile reale. 
Notind prin p(z) partea întîia a ecuatiei, deducem: 
pia) = (as — do)(a — a)(i — a) < 0; 
plas) == {az — alde — dada — i) > 0; 
p(s) = (aa ~ dag — aaa — a) < 0; 
piu) = (ag — da — Qe)(a4 — 03) > 0. 


Deoarece a; < dp P(aa)-plaz) < 0, avind în vedere continuitatea 
funcţiei /: H — R, f(x) = p(x), rezultă că ecuația p(x) = 0 admite 


î j per Ron E -a a e i aaa 
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-cal puţin o rădăcină reală în intervalul (a, ; as). Procedind în mod ana- 


* 


„are trei rădăcini reale z,, ts, za, îndeplinind condiţia : 


SEA h R Ss Rr E ay < y ia, 
ha E dă i , SE | y , l ; n s 
Pip «|7 Facem observalia că in acelaşi mod se rezolvă problema ducă se 


us  eonsideră ecuaţia : 


ne $ 


k(x — a) (© — a Me — a) + hlr — a y(x — u — l4) -+ 


$ I(z — a) (x — a)i — a) -h m(t a)l — (2 — a= 0, unde K. h, 
(, m sint numere reale strict pozitive. 
2) Să se delermine zerourile funcţiei f, : R — R, 


aie 1 E o i SO l - 
hl) = a ae ( - r(x — 1)... (t -n+ h. 
ai n 
AF Vom observa că f(x) = —(x — 1), deci funcţia fı are un singur zero 
“Da |. În plus falx) == ia — (x — 2), deci funcţia fa are două ze- 
si Ta rouri z; = F ši z, = 2. im 
Sintem astfel conduşi la a face presupunerea z “ 
: j * 
— 1 
non f(x) = aG; — I)(r — 2)...(x — k), unde k € N". (27) 
Deduce m | N 
I MEO EET e IE E "(z — k) = 
EUa ati i (k+ 1)! 
RAA CO D, E a 
TREN - ——— (0 — le — 2)... dx k ——— r(t — 1)... (zh) ~u 
i ga (= De pepene A) e mata — Deda 20 a 
Tee: si zi (x ap m aie E EA ENE 
E e (k +1)! f iai 
caut deci i . | 
E e ip: SS (Lp a) 
erai sut) = ——— (T — a — 2)... (£ — kr — k — !), 
a ferla) = a (E — De — Duete — Ma = =) 
; A ceea ce confirmă că fra este de forma (27). 
E Am demonstrat astfel egalitatea: 
i) = Eta Diete n), ne. 
sf $ ya y ` Sg 
a EPN „Rezultă că zerourile funcţiei fa siut numerele 1; 2; ceg n 


ya a LOA 


=> log, deducem că ecuaţia admite cel puţin o rădăcină reală în fiecare dim 
e ai A intervalele (as ; a) şi (a3; a4). Gradul ecuaţiei fiind 3, rezultă că ecuaţia . 


CE Scanned with OKEN Scanner 


e N 


2$)’ Să se determine ureei rădăcinilor reale ule ecuaţiei zi — 4r? — 
— 242.4 482 — 20 = 0 din intervalul [| —1 ; 3}. z 


Rolle : A 
„Fie f:(a; b) > R derivabilă ṣi a, < ďa două zerouri consecutive, 
„din (a; b), ale derivatei f'(x). În aceste condiţii : 

— dacă (ei f(x) > 0, functia nu se anulează pe [z,, ze]; 

„— dacă f(x). [(z2) < 0, funcţia are un singur zero pe (T, ; x)". 

În pius facem precizarea că dacă f este functie polinomială și f(x.) = 0, 
kan f(z) = 0. atunci 7, respectiv xs, este zero al functiei de ordin de 
sară e Ara strict mai mare ca unu. 

Considerind funcţia f: i> R, fx) = Bat — AP da -4 AS — „i 
-derivabilă pe domeniul ei de definiție. putem scrie f(x) = 12r? — 122 — 
„= 48r + 48, deci: 


yo 


[(@)= 0er e f2; 


— 
-. 
IS 
—— 


“Tuneţiei f la —c şi la 4- sint ambele + «e. “Cu acesle date alcătaim 
nrmătoruil tabel; 


xr — 00 — 2 ] 2 -+ 00 


fz) +o |. 3 —4 4-00 


Rezultă de aici că eeuuția f1) - 0 are toate rădăcinile reale și în 


ae ET e lg e Ii 


Deoarece f(—1) = —85 rezultă —1 < x, < 1, Analog din [(3) = 43 
deducem i Ty < 3. | 

În concluzie ecuaţia din enunţ are patru rădăcini reale diferite (7, < 

< Za < Ta < 24), dintre care trei (X2, 73, v4) aparliu intervalului [ —1 ; 3}. 

4) Să se determine numărul rădăcinitor reale ale ecualiei dat — 4r? — 

— 24r! + 48r + m = 0, me, din intervalul (—1: 3). Discuţie. 

„Pie funcţia f:R > R, f(x) = 31t — 41? — 2r! 4+ 48+ m, derb 

ip o Nabiă pe R. Procedind ca în cazul anterior oblinem zerourile derivatei 

31} funcţiei: —2; | ; 2 şi [(—2) = m — 102[(0) = m + 23, f0)=m+ 16, 


următor : 


Lira: T ii -l TE 9 4 ya 


' 


+ 


105. 


AE ry Pei 
-4 n - 3 „nd 


Pentru rezolvare vom aplica urmăloarea consecinţă a i eu lui 


`Deducem: f(—2) = —132; TU) = 33 f2) —4. În plus limitele. 


cin plus f(—1) = m — 65, [8) = m + 03. Putem astfel alcătui tabelul 


na) | + 0 n — 2 m — 63 m+ ml müa “+ 00 P- 
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pe, 
; + 


adarna răspunsul, în funcţie de yalorlie parametrului pi m, se 
poate da de aici cu oarecare dificultate, alcătuita tabelul nu mărul 5, 
după care putem afirma ; 


m < —63 — ecuația nu are rădăcini în [—1; ; 

m = —63 — ecuația are o- singură rădăcină z; = 3 în paia 3J; 

—63 < m < —23 — ecuaţia are o singură rădšci Dă J, în [f —1; 3}. 
Avem 2? <r, <3; 


m= —23 — ecuația are trei rädäcini OESE 3]. aha Ly s ba w d] 
Le, 33 

—23 < m < —16 — ecuaţia are trei rădăcini în | —î3 3]. Avero 
E ol atit a i O cr te i | 

m = —165 — ecuaţia are irei rădăcini în [—1; să, Avem z4, < tł; 
T= t= 2; 

—i6 < m < 65 — ecuaţia are o singură rădăcică în | 13 34. Avem 
w Li; 5 

m = 65 — ecuatia are două rădăcini în | —1 ; 3]. Avem T; ms fy me — $ 

m > 65 — ecuaţia nu are rădăcini în [—i1; 3]. 
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4 E i — — + 
+. - — 0 +4 
+ =O — —. - e + 
+ - - Îl + + 
+ = m e = o o 
+. - - t l + + 
+ =.= t + + $ 
E34 + DP tet o 
t — + + + 4+4 + 
172 ty 0 + + +t + + 
t t t t t t + 
too 


“TABELUL NR. 5 


om & R. Să se delermine numărui rădăcinilor reale ait ecuafiei f(z) == Q. 
Discuţie. 

-- Procedînd ca şi în exemplul precedent putem scrie f'(x) = dr + 

+ 6(m — ijz — tom, re R şi deducem f(r) = 0 s>s = {—2m ; 23- 


106 1ER $ A 


RE P 


in TA F -a = 4m(m $: 1)(m i 2); KD = E si D: : Variația 


aste prezentată în următorul tabel: 


Ti SR — 00 -2 i-l 4 DEE -} 00 


f(—2m) — 0 da 0. + 
j ii $ iiei 
i RT -$ A + e ae = 
n: DP 
B in fine, notfnd —2m = a, 2=B, și deoarece 8 — x = (m + i) 
E ezultă : 4 P Bä 


m=< —l=fP-<a; 


k, = _ — E == = 
E | m Ap gi 
ti s$ m> =] >g <B. 


Rezultă că vor trebui analizate în parte fiecare din cazurile m < —1,. 
© m= —l și m> —1. Pentru CADOUL m< —l şi m> —1 alcătuim 
"următoarele tabele: 


| Cazul m < —1 Cazul m > —] | 
i | E | l z A 

[e , —9 2 — 2m -+ 00 — 00 —2m 2 +o 
M m m 

E e e ic poa ii cita 

| fie) | Ka fm) O Fa) = 2m; f2) + 
EE T. | 7 -ad 

E S T > F = = — $ 
k. —2 `a + 0 + 0 — o = + 
4 ap + n — + - + 
PA i | + co 

j Pentru m = —1 se deduce f(x) = z? — 6r? = 12t — 8, de unde f'(x}= 
oç =œ B(z — 25. Rezultă: 

|. l r e þ>o 2 +o 

"A g | fæ) |- 0 ` +o 

f Răspunsul la problema propusă este deci: 

hirs. m< —2 — ecuaļia are trei rădăcini reale (t, < 2 <t, < 
O < —2m <a); 

k ma — ecuația are trei rădăcini reale (7, < 2, Ta = T; = 
MED = <m < —l — sciți are o singură rădăcină reală (x, < 2) şi 
PL ES . două rădăcini complexe conjugale; 

E OODE A 107 
ni? 3 i 

PP X Ma 

i Ds N 


anela în funcție de valorile parametrului m, pentru f(—2m) și (2D 
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SRRA ; : PA A EA z gi i 
aegri sia] A a ectatia are ‘tei rădăcini feale egale (a, = za =- 
i A T È i m Py m= 2), 

p "—l <m <0  — ecuația are o singură rădăcină reală (z; > 2) sE 
A u i A r -= două rădăcini complexe conjugate ; ; 
An uim æ Q — ecuația are trei rădăcini reale (x, = Tj d = {g 
: fede r Ta 2) - s Per 
m > 0 — ecuaţia are lrei rădăcini reale Ai 28 < —2m - de aE 
9 Fa). E ad 
D. ©) Să se delermine, în funcţie de valorile iti real m, număra 
~u o rădăcinilor reale ale ecuației 


w p (m — da? + 2(m — 2)r + m = 0. 


“Vom prezenta o rezolvare a problemei utilizînd „metoda grafică“, 
Penlru aceasta să observăm că ecuaţia din enunţ este echivalent: cm 
— 2x* — 4x = —m(7 + 1Y și deoarece x # —l, putem scrie: 
l — r + 2r! 4 4z i teg 


pei s (2) 


Considerînd funcţiile definite prin: à 


ȚX — r? Dă 
| aa A DĂ Eii i (385) 


(x + 1) 


t 


S y=m, TER (283 
l bste evident că. soluţiile ecuației (28) sînt ahiekde punctelor de inter- 
secție ale graficelor celor două funcţii. 
Pentru prani funcției (28°) deducem: 


RRRS y . EA NEE = 1 12 + 2 
SART | G+ 
F Ee permite să întocmim următorul tabel de variaţie: 


d — = 


a ; Sf Pa Ce = $ $ 0 — - 


a 


y +o u 8 N 0 N — e || — cœ ror Èn O No 


ee — Oinen astfel graficul funcţiei (28), care este prezentat în figura 


„ai PA 
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Fig. nr.1. l 


„Graficul funcției (28”) este o dreaptă paralelă cu axa absciselor, 
-trecînd prin punctul variabil (0; m) al axei ordonatelor. În functie de 


A m< 


m > 9 — 


Observaţii + 1°. 


2 à 


P 


Pe. E Ad s . v ` o pi > . Fat 
© valorile parametrului real m, această dreaptă intersectează graficui {28%} 
in puncte ale căror abscise sînt rădăcinile ecuației din enunţ. Deducem : 


ecuaţia are trei rădăcini reale: —2 <t < -i< 
O EET 

ecuatia are trei rădăcini reale: —2 < £, < —!:; 
Ta =" iy ee 1 ; ž à 


~Ț 


ecuatia are o singură rădăcină reală —2 < ņt, < —i 


- şi două rădăcini complexe conjugate ; 


ecuația are trei rădăcini reale T; = La = T = —2 
(deoarece în acest caz dreapta y = in este tangentă 
graficului (28); z = —2 este rădăcină multiplă şi 
cum o ecuaţie algebrică de gradul trei, cu coeficienți 
reali, nu poate avea numai două rădăciņi reale, re- 
„ultă că z = —2 este rădăcină triplă); 

ecuația are o singură rădăcină reală z, < —2 şi două 
rădăcini complexe conjugate. 


În general pentru stabilirea numărului- rădăcinilor 


reale ale unei ecuaţii algebrice prin metoda grafică, nu se obțin informatii 
- suplimentare dacă pentru executarea graficelor se indică cu fidelitate 
®©,  coneavitatea și asimptotele oblice sau orizontale. | 
| 20. Pentru executarea graficului funcției (28) am determinat și 
> -punctele de intersecție ale acestuia cu axa absciselor. Aceasta ne permite 
D Na să dăm detalii suplimentare în legătură cu rădăcinile reale ale ecuaţiei 
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A ie g 


pie, algebrice în discuție: Spre exemplu pentru m < 0 leine că ceig trej 
rădăcini reale ale ecuaţiei sînt situate astfel: 1 4/5 <z, < -l< 


îti CU, > + J5. Analog putem preciza și pentru m > 0. În 
general însă peniru determinarea intersecţiei graficului unei functi de 
tipul (28) cu axa absciselor se întîmpină dificultăți legate de rezolvarea 
unor ecuații de grad mai mare decit doi, motiv pentru care în răspunsul! 


la problema rezolvată nu am făcut precizări privind situarea rădăcinilor 


fată de numerele 1 —+/5,.0 şi 1++/5. 


4.4. DIFERITE APLICAȚII 


Exemple : 1) Să se rezolve ecuația: 
(m + zi + (m+p PAA A — î)z + 
+(1—p)=0;m,pehR, 
ştiind că admile. rădăcini independenie de m şi p. 


Dacă Te este o rădăcină a ecuaţiei, care nu depinde de m şi p, putem 
scrie. : 


(m + 1)x + (m + p — 1)z3 + (m — p + 2 + (m + P — 1) + 
+ (1 —p)=0, 

oricare ar fi numerele reale m și p. Deci 
m(t + xo + xg + z) + pl — t + ro — 1) + (at -r + 2r? — xy + 
+ 1])=0, | 29 


Pi 


sati oricare m şi p numere reale. Rezultă : 
9 4 dat 30 + în 0; yg o — To + To —1 = 0; t — r} + 2r? — 
— T + 1= 0, 
sau 


TAD Zaza + Dag + 1) = O; (£o — D(3 + 1)=0:; (14 + Dai — te + 1) =O. 


Deducem de aici 72 -+ 1 = 0, deci ecuația admite două rădăcini, î 
şi —i, independente de m şi p. bi 
În continuare vom observa din (29) că ecuația se mai serie sub forma e 


(+ Dima + 2) + plz — 1) + (a — x + 1)] = 0. 


“Rezultă că celelalte două rădăcini ale ecuației din enunț sint în 


| același timp şi rădăcinile ecuaţiei : 


„mA Da + (m+ p — Da tia p=0. (29) 
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Facem observaţia că pentru m = —) şi p z 2 > ecuația propusă aĝ- 


mite rădăcinile i şi —i independente de p și rădăcina sp de (29), care 
în acest caz este de gradul unu. Dacă m = —1 ṣi p = 2 se obțin numai 
„rădăcinile i şi —i. 


m 


-2) Să se rezolve ecuaţia 23 — x° + (a + 1jz +b =0; a, be, 


ştiind că admile rădăcinile : 


tı = COS ll; a = COS 2U; Ta =. —COS JU, 


N . 
unde 0 < u <7, Să se determine parametrii a st b. 


Deoarece ti + Za + Za = 1, deducem cosu + cos 2u — cos Ən = t 
Putem scrie: . l i 


cos u + cos 2u — cos 3u = 1 <% (cos u — cos 3u) — (1 — cos 2u) == Ue 


<> 2 sin 2u sin u — 2 sin? u = 0 «e sin u(sin 2u — sin 4) == J a 


è l i ¿i 3u 


<> Sinu sin- cos — = 0. 


ai 


| . A a ain : să a A Pe 
Deoarece sin u =0 și m= 0 implică fiecare u & f i 7j rezuită 


° : 3u i 7 
cu necesitale cos — = 0, deci u = E 


= 


(2k + 1), k e Z. Datorită eondi- 


Ú 
` 


tiei 0 < u< r „deducem k = 0 şi u = 


oja 


. Se obțin rădăcigile ecuajiei i 


1 
== Tla = — m1]; t= l. 
S „a ` o? 


: SIR E 
i ilizî i = gi j s= şi înlocuind 
in fine, utilizînd relația TT.T; = b, obţinem b= =s ui 


i Hay t'o a 

g= ], b = L în ecuaţia din enunţ avem « + 14 i = 0, deci a e 

3 4 ro 
3) Sà se rezolve ecuația : 
6r + 22 
coace ef 

8- r , 
3 
Datorită enunțului deducem : i 
0; y2 s 
T 5 sa € : Ai 2 
bst 920; 8 — r > = | oR 

ij 


BET 
E 


DRN 
Fr A: 


y 


Apa è É di ări Ae y ge 
feed E LATO > i * 


de unde “rezultă ze ke md Tata 


tem scrie: - 
e l 6r + 22 


4 


i ; — 1 i 
Ha _ 9 ep DE GTE log. 10 L h, 
; 8'r zi log, 10— log, (S — 2) } 
EA l — log, i i 3 
27 O > loga(6z + 22)(x — 8)? = log, 10° < (3x + 11)(x — 5) = DOG <x 
K rat : n œ 3—37 + r + 204 =0. (30) 
riza En Fie f(x) = 322 — 37r? + 16r + 204. Încercind să aflăm rădăcinile 


intregi ale ecuaţiei f(x) = 0 (dacă acestea există), în afara conditiilor 
problemei, păsim : 


fO) #0; [(—Dz0:; (2) #8; H2) = 0. 


Deci ecuaţia (30) admite rădăcina întreagă xr, = —2. Deducem in 


fat _pius: 
SE is fx) = (x 4 2022 — Ax + 102), 
de unde rezultă şi rădăcinile T = 3; T, = =, 


Avind în vedere condiliile de rezolvare rezultă că ecuaţia din enunț 
$, v . . Lă 
are 0 singură soluție te = 3. , 
4) Fie [funcţiile f, g: R — R, ; 
far) = 2 =? — i 4 m; gl) = 20 — 4r — me 44, men. 


a) Sà se determine valorile parametrului m astfel încil ecuaţia fiz} = O 
„să admilă rădăcini multi ple. i d 
ui D) Sas se delermine valorile parameirului m pentru care ecuaţiile [(z) => ®, 
g(x) = 0 admit rădăcini comune. 
| Funcţia f este derivabilă pe R şi ['(2) = 3r? — 2r — 1. Deoarece ră- 
<- dăcinile multiple ale ecuatiei fix) = Ô sint şi rădăcini ale ecuaţiei f(z) = 0, 


i `~ * . ~ - . - . ~ - . t 
 tezultă că poate fi rădăcină multiplă oricare dintre numerele 1; pia 


Avem: 


[A 0 op Ti 3 0-em=f: 


1] ŞT arsa d 
[-2]= oo — pr mem = 
3 27 y g7 R 21 


1ta: a)U = ::8), În aceste conaiții pu- 


Sia 
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x es Deci pentru mn = |] ecuația admite rădăcinile 
PORA imediat ȘI da = —1), iar pentru n = E ecuaţi 


za ; h A 5 | 
di m La a — E (se obține a, s) Astfel am rezolvat primul punct 


al problemei. 


„Pentru a rezolva cel de al doilea punet al problemei vom determina 
soluţiile (m ; x) ale sistemului : 


7 


pi rtm 0, 


` 31) 
è — 4x? — mr +h. ; E a 


Prin eliminarea lui m între cele dou 


ă ecualii ale sistemului oblinem 
ecuația bipătrată zi — 5x? +4 


= 0 alecărei soluții sînt —2; —1; 


| 1; 2. 
Pa Din prima ecuaţie a sistemului (31) deducem m = t + 2? — x? şi 
= întocuind pe rînd valorile obţinute pentru x, putem scrie solutiile sis- 


temuluj ; z 


a (10 5, —2)5 (Lira) e (Lp (239 e 
Rezultă : | 


N 


— Pentru m = —2 ecuuţiile au o singură rădăcină comună x, = 2 ş 

— pentru m = | ecuaţiile au două rădăcini comune v = —l; 
Tt, = l; l ' 

— pentru m = 10 ecuațiile au o singură rădăcină comună vt, = —?. 


. 5) Fie m şi n numere reale. diferite astfel încît mn > 0 și funcția 
Non, 


Ti f(z) = x? —(m + Ra — (m? + mn -+ na + (Un + n)(m? + n2). 
pr: Să se calculeze [(— m — n), fim + n) și să se demonsireze că ecuația 


f(x) == 0 are toate rădăcinite reale. 
Deducem ; 


f(—m —n) = —(m +, n — (m n + m + mn + nm -+ E 
+ (m + n)(m? + n?) = (m + n) — 2mt. = 4Amn a 2n? -+ 2n? -+ mn +- 
i + 2n?) = —3mn(m +- n), 
fim do n) = (m+ n) — (m -p n) — (m? mn + nun + n) +. 
d A AE T + (m + n)(m? + n) = —mn(m -+ n). 


Deoareec mn > 0, rezultă m+ n#0, deci f(— m - n) + 0 şi 
fim+ n) #0. Prin urmare va trebui să analizăm separat cazurile 
m+n>0şim+n<0, 


8 — Metode de rezolvare a problemelor de matematică în liceu — cd. 171 113 


era pg pat ak A aei n. a a a ot torrente alice pe A al O E e 


Ti = T, = (Se găseşte v- 


a admite rădăcinile 
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D 
MPR = 
j Presupunind m + n > 0 deducem: a RT RT E E d că “e 
a ie ea —(m+ n) <0<mr+n | | E 
aan r VU 
Şi ce, | | | | „ie SĂ È 
„Hm =n) = —3mn(m + n) <0; K0) = (m + nm + n?) > 03 >o Ş 
fun + n) = —mn(m+ n) < 0, g. y © 
= -deci ceuaţia f(x) = 0 admite rădăcinile reale Ta, Za astfel încît —(m 4 Ż 
>o RR) <t CU las <m -+n, de unde deducem că şi cea de a treia , 
H 


rădăcină a ecuației f(x) = 0 este nu:năr real. Dacă presupunem mn + n < 
„0. deducem m +n <0 < —(m+ n) şi raţionamentul este analog. 


6) Dacă ecuația x? + pz+q=0;p.qe R, are o singură rădăcină 

„reală, modului unei rădăcini imaginare este mai mare sau mai mic decti 

«nodului rădăcinii reale, după cum p > O, respectiv p < 0. (A. G. Ioachi- 
mescu — G.M. 8/1908). 


Fie z, = a rădăcina reală a ecuaţiei. Rezultă : 

T? + px + q = (x — a(x! + ax + a -+ p). | 
 Presupunînd p 0, rezultă că rădăcinile complexe ale ecuaţiei sint; 
i ~ 1 : b 5 zoom 

TAR i il A al. Muti 30 F Ap); za 200 fe F Ip), 


Deducem de aici: 


2 sa: merere 
zal = a= (5) pe ESP. e fa p. 


4 
Deci; 
p>0=s]r => lal; 
pP<O=lzal=i!zl<la. 


Facem observaţia că pentru rezolvarea problemei s-a presupus 3q -+ 
f- dp > 0. 


S 7) Fie ecuație cu coeficienți reali z? + pr? + qx -+r = 0. Dacă p #0 


Și q* — 4pr <O, rădăcinile reale ale ecuaţiei au aceiaşi semn. opus sem- 
< nulu lui p. zile | 


| Pentru rezolvare vom observa că putem scrie: 


Sa en Ean pa* -+ qz + pie eh p|: 4 a] a |. 9 
ea aTi a s P - 2p 4p? 


Beie mii g a , 


i 
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S: DORI 


E iapa To este o rădăcină reală a ecuaţiei din enunţ se verifică inegali- 
tatea : : E 
i 


y 


4-a 


E. PE I e 
E (2. 2 13) SR eră m E, 
t" £ i l 2 4p? 
și deoarece t m A 
$ eTa, % x qå $ i q 2 4pr sei g? 
A o T pijit + —]|-——|=0, 
; a md ot T A Ă 
rezultă că Te ȘI p au semne contrarii, deci x, și p au semne contrarii. 
8) a) Fie polinomul p € C[X], diferi! de polinomul zero. Dacă există 
„numărul complex c x 0 asifel încît p(x) = p(x + c) oricare ar fi z e C, 
Să gradul polinomului p este egal cu zero. | 
2 -b) Dacă p € C[X] este diferit de polinomul zero, iar ași b sînt numere 
complexe, b # 0, să se rezolve ecuaţia p(x) = 0 știind că: i 
; (x — a)|[ p(x) — p(x — b)] = 3bp(2), va [rec] 
Pentru a răspunde la prima întrebare să observăm că dacă grad p = 0, 
avem p(x) = p(x + c) oricare ar fi xr eC. 
Dacă grad p > 0, fie x, o rădăcină a polinomului p, deci p(z) = 0. 
Cum p(x) = p(x, + c), deducem că x, + c este de asemenea o rădăcină 
a polinomului p. Reluînd raționamentul, cum qx, = x, + c este o rădă- 
cină a polinomului p, deducem că £, + c = t, + 2c este rădăcină a 
polinomului p. Presupunînd acum că z, + hc, h € N, h > 1, este o rà- 
5 dăcină a polinomului p, datorită ipotezei avem: y 
0 = pl + hc) = p(z, + (h + 1), 
G deci şi z, + (h + 1)c este o rădăcină a polinomului p. 
k 


Rezultă că oricare ar fi rădăcina x, a polinomului p, sînt rădăcini 
“ale polinomului p şi numerele complexe: 


Pa Ci Di 203 dest trt DC: aada 
evident imposibil, deoarece numărul rădăcinilor unui polinom nu poate 
depăşi gradul polinomului (care este finit). Deci presupunerea grad p > O 
este falsă. Rezultă că singurele polinoame nenule, care verifică relația 
a din enunţ, sînt polinoamele de gradul zero. 
| Pentru rezolvarea celui de al doilea punct al problemei vom scrie 
relația din enunţ sub forma: 


K (x — a —3bp(a) = (x — apte — b). Va [x Ch- (32) 


115. 


i AZ — a — 3b(x -i a)pı(x) = (£ — a(z —a— P Àg b), 


<o sau 


im e rX] dstie) | incit p = (X —a)pr Înlocuind în (32), deducem: 


E 


Punind z =a + b în (32) rezultă P + b) = Q, deci există 


„+ polinomul p € CX] astfel încât pi = (X — a — b)pe Înlocuind în (32) 


rezultă : 
(e — a — aa - — a — b)pe(2) = (x — 4 — b(z — a — 2b)p=(2 — b), 
Va[reC]. | 
deci 


(x bei ye 3b)pa(x) = (2 — a — 2b)pat =i weze ti G29 


În fine, înlocuind 2 = a + 2b în (32) oblinem —bp: (a + 2b) = 0, 
de unde deducem existența polinomului ps € C[Ă] astfel încit pa = 
= (X — au —20)ps. Înlocuind în (32) putem scrie: 


(z —a — 3b)(x — a —2b)hpa(1) = (x — a — 2b)(z — a — 3b)pa(z —b), 
wriret, 
sau | l 
pE pa(£) = px — b), Yx [re C]. 
Avind în vedere primul punct al problemei rezultă p, = k et. 


-Putem acum scrie: 


ps (3 00 e (0 a ma paie (de a SI 
= .— (A — a — 2b)k, _ 
„de unde rezultă că rădăcinile ecuaţiei p(x) = 0 sînt x, = 4, t: = a + È, 


-a = a + 2b. (Facem observaţia că în cazul particular a = 3; b = —l 
„punctul b) al problemei a fost propus la concursul peona admiterea 


3 ån învățămîntul superior. din iulie 1981.) 


9) Fie polinomul p € ZlX]. 
a) Dacă p admite cel puțin o rădăcină întreagă ; şi m, n sînt două numere 
SS intregi, n> 1, cel puțin unul dintre numerele : 


plm); pim + Di osos pn En — 1), (33) 


esle divizibil prin n. 


Zi _b) Să se demonstreze că polinomul p nu admite rădăcini întregi în fie- 
i acate din ipotezele: ` | 


Ci) p(0) şi p(1) sînt numere impare ; 
(üi) nici unul dintre. numerele p(—4); p(0) ; p(4) nu este divizibil p D, 


ae fr 


aaoi iappta) 330, ri i există olion i 


Va lascl, - 


(e a plz) = (2 Sa bpl =b) Va [e E0) (02) 


Pe scai 


n a par ft de ut iai A 
E e bl muci, 
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a) Dacă polinomul p admite o rădăcină a e Z, există q e 7[ X] astřeł 


= êncit p= (AX —a)q. În acest caz succesiunea de numere (33) este: 


(m — 0)q(n) ; (n — a + Dq(m+k 1); st (m —a 4 


Deoarece m —a; m —a + 1; ..; m — a-p n — 1 sînt n numere 


întregi consecutive, unul dintre acestea este divizibil prin n, deci cei 


puţin unul din numerele succesiunii (33”) este divizibil prin n. 
b) Presupuniînd că polinomul p admite cel puţin o rădăcină înireagă 
a şi considerînd m = 0, n = 2, rezultă că cel puţin unul dintre nume- 


rele p(0) şi p(1) este divizibil prin 2, contrar ipotezei (i). Deci p(a) #0, 
oricare ar fi a e Z. | 
Dă În ipoteza (ii), presupunind, de asemenea, că polinomul p admite 


o rădăcină întreagă a şi considerînd m = 0, n = 3, deducem că unul din 


numerele —a, 1 —a,2 — a este divizibil prin 3. Pe de altă parte putem 


scrie : 
p(—4) = (— 4 — aii —4) = — 649 + (2 — ag —A) ; 
p(0) = —aq(0) : | 
p(4) = (4 — 0700) = 3A) + U — aqd) ; 


Deducem astfel că cel puţin unul dintre nu merele pí —4), p(0), ($) 
este divizibil prin 3, contrar ipotezei. Rezultă şi în acest caz pl) so 
oricare ar fi a € Z. 


18) Să se determine numerele complexe p, q, r știind căı 
+ G={x|xz eC, © + pr? -+ qr +r = 0}, 

este grup multiplicaliv, abelian. t 

Vom începe rezolvarea problemei observind că din enunț rezultă că 
grupul G poate avea; un singur element, două elemente, sau trei eie- 
mente, corespunzător situațiilor în care ecuația xè + pE? + gr +r =Q 
are o rădăcină triplă, o rădăcină dublă şi una simplă, respectiv trei ră- 
dăcini simple. | 

Fie z, = 1 elementul unitate al grupului. Dacă CaTa = Xa, deci Ty = } 
{nu putem avea x: = 0, deoarece nu există Tg1), putem avea: 22 = Xy 
deci za = 1; sau 23 = 1, deci x, e =. Deci avem sau 7, == X% = 
= T; = | sau 2, = ty = l, te = —l, cărora le corespund ; 
G = {1}, respectiv G= f1; —1}. 


er 


În primul caz p = —3, q = 3,r = —1, în al doilea cazp = q = —1, 
€= 1. Evident răspunsul este acelaşi dacă presupunem tety = ts- 


{17 


TI 


+n — (mr n — 1). BIY 
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* LA a, ai DIR A căi E eta i s 
E ; i pla Zi i pi 


F i 2 pi a j Ka ; - K z pua 3 
„În fine putem 
= Înlocuind z= 1 în ecuaţie deducem p +q=0, 
© Ecuația se scrie în acest caz 


: (z — Dla + ip ¥ De +1] = Ô. 


l rezultă a, e {—1; 1} şi înlocuind în ecuatia z? + (p + 


avea și Tyta = 1. Rezultă TTT = 1, deci r= -Al i 
de unde q =.—p. 


ka 


jr e Dacă g? = 
i + Dz + 1 =0, oblinem p = —3,respectiv p = 1. Deducem în primu} 
1 Caz Tı = T, = Tt; = l, rezultat semnalat anterior, iar în al doilea caz 
A i “a i Lege ml, deci G= {=1; H si p= lige sr = 
| | Dacă 22 = za, cum Tata = 1, eliminind T3 între cele două relaţii ob- 
| ținem 23 = 1. Excluziînd cazul T,= 1 (studiat anterior) deducen: 
| ea E Za + 1 = 0. Din X + r, + 1 = 0 siti = T rezultă z, + T = —! 
! -deci p +15 1, de unde,p = 0. În acest caz ecuația din enunţ este 


E3 


x* — 1 = 0 (deci p = q = 0, r = —!) și 
G=fl;e:cj;: 


z fiind una din rădăcinile cubice complexe ale unității. 


$ 5. ECUAŢII IRAȚIONALE 


În prezentarea acestui capitol trebuie să subliniem cadrul destul de 
“zastrîns în care, problema rezolvării ecuaţiilor iraționale este abordată 
în liceu. În limitele acestui cadru vom prezenta situațiile în care ecua- 
tiile conţin radicali de ordinul 2, radicali de ordinul 3 și mai mare decit 3. 

"Pentru ecuaţiile iraționale care conţin numai radicali de ordinul doi 
există şi tendinţe de tipizare a Tezolvărilor, ca spre exemplu: 
e se stabilese condiţiile de existenţă a radicalilor; 


2°, se fac treceri convenabile, dintr-o parte în alta a ecuației pentru 
ridicarea la pătrat; pi a 
„8% se stabilese condiţiile în care se ridică la pătrat; 
ey TE A află rădăcinile ecuației rezolvente ; 
5°, se află rădăcinile ecuației iraļionale propuse. 


Pentru exemplificare să considerăm ecuaţia : ? îi 


7, JE Pa ai ae. 


Condiţiile de existență a radicalului sint: e ~ 


6 +r — a > 0er ef; 3]. 


„118 


„În plus pentru 4 —z < 0, deci pentru z > 4, ecuaţia nu este veri- 


me. 


cicată. Devarece ; 
[—2; 3] 0(—%:;4)=[—2:;3], 
ə» rezultă că pentru ze[—2; 3], putem scrie: pi 


SOȚI Dat 4 aka m 15 82 +a: 


2x? — 9r 4+10=0az e f2; Ag 
Din Bar | 
5 5 
—2.; 3 2; —=32; —, 
e a TB para) a) 
deducem soluțiile ecuației: z4 = 2; £t, = >. 


4 


„Pentru economisirea timpului de lucru, propunem eliminarea asu- 
itor etape. Fie: spre.exemplu ecuația : 
N è a ai, 


> J FI5+ ză, ze. 
z. la condiţiile de existenţă a radicalilor, putem scrie: 
ME r PI sa JE = s> (Yr F I5 + EF = 
= (5 Z 2x)! <> (x F I)E F 3 = 6 — 2r = (x + 15) + 3) = 
= (6 + 2r) e tt 4 2x — 3 = 0 er E {—3; Íi: 


Deoarece din rezolvare deducem : 


JI Bsr risi- Bare (—3; 1, 


rezultă că mulțimea soluţiilor ecuației iraționale propuse este inciusă 


d 
s îu mulțimea {—3 ; 1}. Verificînd găsim soluția z = —3. 

j Adoptarea acestui mod de lucru. nu exclude îasă ca în anumite ga- 
_zuri să se scrie explicit, de la început, condiţiile de existenţă a radica- 
A iilor. Considerînd spre exemplu ecuația : / 

NE: — Í +2 — x — 2 a 2a m r — l, 
“încercările de eliminare a radicalilor conduc la o ecuație rezolventă ġe 
$ 

A grad mai mare decit 4, Datorită condițiilor de existenţă a radicalilor, 


„putem scrie: 


e | 2 —x —a1>20-xe[—2; 1] 
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è . > 4 A Aa 25 20 i ERĂ r 
$ a -a P ţ x i ` Í ră EAI 
=> z ” : . > g . 
à s >a Š if i P E “ $ P vi Ă 
fa ; p ` ei ` 
w ó% ty li sp Pau b o sP í 
` iie PLTN E £ d 
m. tir A PE A 
x Pai - 


“Deci ecuăția propusă poate admite soluţia Í, sau pu admire soluţii. 


S pak N erificind găsim soluția 1. 


© Ô altă problemă asupra căreia dorim să inšistăm este în legătură cu 


E ti gradul rezolventei ecualiei iraționale propuse. În mod obligatoriu, va 
da MĂ trehui ca, în operaţiile de izolare a rădăcinilor şi de ridicare la pătrat 


“m ambel» vărţi ale ecuatiei, să alegem căile cele mai simple. 


S -o Spre exemplu, propunînd spre rezolvare ecuatia ' 
O NEI o 4 Pai ETELE 4) 
[e 3 va exista cu tentityine intenţia să se opteze peniru următorul mod de 
Mo e aber i, 

le: i ~ | VI 3 + J3r +2 = Ja 4 + PETE EO + 
a le FIFI = 942 Je FIE De 


ÎLE Sa a ca (£ + 4X5 — x) — y(x + 3)(Bz + 2) = 2x — 2. 
Der În această etapă vom constata că situaţia se complică suficient de 


„|.“ mult, motiv pentru care trebuie să găsim o nouă cale de rezolvare. Ug 


ES studiu atent al radicalilor din prima parte a ecuaļiei conduce la desco 
= ~ perirea următorului mod de lucru: 


HEAGA DE Ja Fă -4 Jr = JS -Jati 

TECE NG i i e NA N n-a pre arate vene cae 
Sie 3x47 2 8 FINE = 22 +7 — 2/6 7332 
Fep E PE A DDR II E ERIS 

| psi: | e Jat INE 0) = Vb Da 2) 

| Fac. Bea, Si mom A 

| 

| 


2 Verifieind găsim soluția 1. 


Tot în legătură cu epuația rezolventă trebuie să evidenţiem urmă- 
iuatele : 


| 
| 
[zare - în functie de malat dé lueru alea, o ecuaţie iraţională poate con- 
` ANCE sié ecuaţii rezolyente diferite, dar inul fimea soluțiilor fiecărei ecua- 
tii rezolvente includa mulțimea soluțiilor ecuaţiei iraționale ce se re 
| ze romă, 
| îi Mai multe ecuaţii iraționale pot conduce la acecaşi ecuaţie rezol- 
| ig „mentă. Pentru a exemplifica, să asociem ecuației (34) următoarele ecuații : 
Ei 


ei JTI FF — VEI + Sa = 0, se (34) 
NT FIA NIȚĂ = Vă pă sare (34) 
Vară EVIA =y EPEE rra E N ee T zel. (34) 
A i 


zalau ta DAT 
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©- Proeedind pentru fiecare din 'ateste ecuatii, in acelaşi mod ca şi în 
„ azul ecuației (34) sîntem conduşi la ecuaţia rezolventă 22 — 3r + PE e CR 
um 0. Deducem: l Senh 


TE A s e € Lă f 1 E 
EN — ecuația (51) are solutia =: . 
D Ko : E ) ni 2" | 
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— ecuaţii (347) are soluţiile a, = = T= l; ste însă 
s — ecuaţia (34°) nu are soluții, | 
su Deosebit de important pentru activitatea individuală este să nu fim 
-0 tentaţi a lucra după anumite șabloane (probleme ti izate), ceea ce ar. 
i aduce prejudicii serioase pregătirii la matematică. Pn rezolvarea nnei 
probleme este bine ca, şi atunci cînd întrevedem (sau cunoaștem) uz 
„mod de rezolvare, să alegem un mod de lucru care să aibă în vedere şi 

i particularităţile enunţului. care de cele mai multe ori au ca efect redu- . 
cerea volumului de muncă. Prezentăm în continuare cîteva exemple |. 
pa care le găsim edificatoare în acest sens. | 


A Exemple : 1) Să se rezolve ecuaţia i 


Ja + 2r -44 =r dr4+2,zen. 


© “Observînd că puten serie: 


fai + 2r E A m at + 27 + 4)—6, 
nolind Jai -+ 2r 4- 4 = u > 0, sintem conduşi la ecualia 2u! — u — 
4 _—6 20, de unde deducem u = 2. Se obţin imediat soluțiile ecuaţiei 
2 propuse T; == —2; T, =Q. 


x 


“dr 2) Ecualiu : 
AA DI F S + VI M r FAI M55 zen 
„este echivalentă cu: 


PE 


di 8 1 +|3z —2j = 5045, ze 


3) Să se rezolve ecuația:. 


Pi? a Jar FÂ+VzXzFI=3,zeR 
Notind Ja? -Ir+A=ă, ri +r + 1l = Bsobţinem A -- B=3 
H şi A! — B= 3. Rezultă A — B = 1. Se deduce imediat A = 2, deci 
= æ+ r=0. Soluţiile ecuaţiei sînt qt, = —1; ty = 0. 
> 4) Să se rezolve ecuația ; : 
i a Ja 3277 + Vi Br F =. 
SE aht i | E îi 


ps Notind Yr Be pu 
„de unde rezultă u = 2. Deci t: — 


Li 


sint cr, = —l; t= 9. 


A În fneheicre prezentăm exemple de ecuaţii iraționale ce conțin rs- 
cicali de ordin mai mare decit doi, cu scopul evidenţierii unor procedee 


` de rezolvare. 


Exemple : 1) Să se rezolve ecualia : 


3 / A pam Sa poi az 
VI -a 4 Vi Ză = Vai, zen. y (35% 


Se reaminteşte că radicalul de indice impar dintr-un număr reat 
este definit oricare ar fi acest număr. 


În plus dacă a, b € R, putem scrie: 
r a = b < a?ti = pikti kez. 


Rezultă de aici că ridicînd la puterea a treia în ambele părt 
ēruafiei, ecuația obţinută este echiyalentă cu ecuația inițială. Prii 
wəre soluțiile ecuației rezolvente sînt și soluțiile ecuaţiei propuse. 

Deci ecuația (35) este echivalentă cu ecuația 


(Vi Za + Y2 3y = (Yr 72). _ (85 
în fine dacă E = A + B, deducem (A + B}=A? 4 BPH3ARA a 
+ 5) = A? + B’ + 3ABE. Deci ecuaţia (25') se scrie: S 
„i si op ETE TEE ETE d, 
cau | | E 
(1 — x)(2x —3)(z — 2) = 0. 


wi ë he 
lt) 

ea pad 
ép 


i | b Ă 3 
Soluţiile ecuaţiei (35) sînt deci 1, = 1, Ta = Z, t = 2. 
2) Să se determine x e R astfel încil: 
| Va + I8 -Yr +2=2. 


Notind Vaz + 18=a>0şi Vaz +2 =b > 0, deducem a — b = ò 
gi- at — bê = 16. Eliminînd a, între aceste două ecualii, rezultă b(b! -+ 


+ 3b 4+ 4) = 0, deci b= 0. Rezultă că ecuaţia propusă are soluția 


neioăň —2. | 
2) Să se rezolve ecuația: 


yir yri], et. 


0, ecuația devine w + u — 6 = 0, © 
8x — 9 = Uşi soluțiile ecuației propuse 


POER N 


n 


E at ai 
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=o Lt. Pentru rezolvare putem nula Yi —z=a20, yr i2 -12 = b. 
A Procedînd ca în exemplul anterior, se veni sistemul : 


a —b= 7; e4 b =ll = 


Y z li mintal a, deducem ecuaţia b? + b? + 14b + 60 = 0, cu singura 
soluţie reală 5, = —9, deci x = —15, soluţie tare verifică ecuaţia ira- 
țională propusă, deoarece a = b+7 =450Ù. 


Ş 6. SISTEME DE DOUĂ ECUAȚII ALGEBRICE 
CU DOUĂ NECUNOSCUTE 


Prin exemplele pe care le prezentăm, intentiona m să asigurăm o sac- 
` cintă parcurgere a principalelor probleme de rezolvare a sistemelor de 
două ecuaţii cu douğ necunoscute. Evident prezentarea nu se pretinda 
a fi exhaustivă dată fiind, în primul rînd, existența unor limite ja cadzui 
cărora rezolvarea sistemelor poate fi efectuată. 

i Pai ` 
$.1. SISTEME DE DOUĂ ECUAȚII DE GRADUL ÎNTÎI 
CU DOUA NECUNOSCUTE 


Facem observația că rezolvarea sistemelor din cele două exem; pia 
pe care le prezentăm va fi efectuată cu ajutorul regulii lui Cramer, dar 
poate Ti înlocuită cu o rezolvare prin metode elementare (substitutio 
sau reducere). 


Exemple : 1) Sä se rezolve sistemul ı 
fă + Dr + (1— 3m)y = m + 2, 
(m — 4)x + (m + 16)y = 2(m + 2), 


Utilizîind notaţiile cunoscute, putem scrie: 


, ȘI A L 
A = [>m aa 3 m+1)(m+16)+(m—4)(3m —1)=5(m + 2} 

{m —4 m+4+iô i 
i _|m+2 1 —3m e TAE beu ai ia 
a om + 2) m4168 = (m + 2)(m + — 2 + 6m) = 7(m -+ 2) 
"N Lo 2 
în Asi ani 1 mpe = (m + 2)(4m + 2 — m + 4) = 3(m + 2%. 

TAL m —4 2(m-+4-2) 


p 
bs 
S 
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Tyf 


DLR PS 


TRSA Tentai mM = 32 sistemul este compatibil nedeterminat aVinai 
dn ) = ră l fiind arbitrar în C. (Se ştie că în cazurile în care sis- 
tenul este nedeterminat, cele două ecuații ale sistemului au aceleași 


soluţii, care sînt și soluţiile sistemului. Înlocuind m = —2 în oricare 
"din ecuaţiile sistemului, soluțiile ecuaţiei obţinute sint soluţiile siste- 


-mului,) ` 
„Dacă me Ehte } sistemul este compatibil determinat, avind so- 
luţia ri a . 
i IM: 
2) Fie sistemul : p 


E =. E 9 53 = 9 | 
E 3m)x + (2m— 1)y = 12m + 1l, me nR (ziy) €e M, 


(4 — 5m)x + Gm— 2)y. = 17m + 2, . 
Să se rezolve. Discuţie. 
Dacă m #0, mazil: 


__ a) săse arale că x + 2 și să se stabilească a e R astfel încil y # aș ' 


b) să se găsească o relaţie independentă de m între x și y; 


to c) să se dernonslreze inegalitatea 1 
3 — T? 1 
7 Mal ADE 
E 4 


d) să se delermine m e Z şliind cå x si y sînt cifra zecilor și respeeils 
cifra unilăţilor unui număr de două cifre, care se cere; 


e) să se rezolve ecuaţia 


Ga sto- a 
m + 4 


„1. Aplicînd regula lui Cramer, deducem: 


Sie i eN | 
Miers aeh Sm - Am „| 70m2 +0m-D6m -enm = 1) 


4 —5m 3m—2 


a ai | = (12m + 18m — 2) — (17m +2)(2m — 1) = 


"lim 2 3m-2 
| | = 2m(m —A4); 
catea, i e å i f 
Ag î dn) lan d = (2 — 3m)(17m + 2) + (Om —4)(12m + 1) = 
i yam óm. 7mp 2 îi 


= 3m(âm — 5). 


T 


că aia re 
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i: 3 Rezultă ; -: | CRC R „N Sata 
i — pentru m € RNIO; 11 sistemul este compatibil determinat, cu 
das soluţia: | ; | i 


Li 


ja — 4). : Sâm = 5); 


pp: m=i Odai 
3 — Pentru m = 0 sistemul este compatibil nedeterminat, avind so- 
A luţiile : k l i | 
A (t328 =i) l e Ra 
E _— pentru m = 1 sistemul este incompatibil: 
à si « = i l 2 îi 4 i . 
22) Dacă x = 2, deducem Dea = 2, sau 2m — 8 = 2m —2, 
x > i m — 
. evident imposibil. Punind acum y = a, putem scrie succesiv : 
ea | 9m — 15 Ca | 
ts 3 y = a & ——— [= a + mfa — 9) = a — 15, 


m— 1 
=~ ` egalitate care are sens numai pentru az 9. Rezultă y # 9. 


2b) În genera! pentru a stabili relația între z şi y, independentă de 
parametrul m, se elimină m între cele două ecuaţii ale sistemului. Obţi- 
nem acelaşi rezultat dacă observăm că ecuaţiile: 


iias Xm — 4), ; — 83m — 5) 


` 


m— 1 $ m -— |i 


se mai pot scrie: 


6 G 
t= 2 — Tro e 


k m.— i m— 1 


, (35) 
- -de unde se deduce imediat y — x = 7, adică relaţia cerută în enunț. 


2c) Utilizind (36) şi relatia y —2 = 7, putem scri: 


2 > 2 ee Ah ar) > (a — y)? + day > Dee 
„e 32y > i oa pe, | 
E < 2â[(n — 1) — 3] [30n — 1) — 2] > —49(m — 1)? <> 
T. so Alim = 190 — Im — 1) E6) 3 —49m a ee 
îm ap _ 24-11-(m — 1) + 14ă > 0 e(1tm—1) 1230, 


„ceea ce demonstrează inegalitatea din enunţ. 
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gi A 2d) Deoarece soluția sistemului se poate scrie şi sub forma (36), în: 

„condiţiile m, x, y e Z, deducem m — 1 e (—6; —3; —2; —1;1;3; | 

3; 6}. Datorită relaţiilor y = 9 -— şi y <9 rezultă m — 1 > 0. În. | 
Pg 


» « e 6 3 i i 
„fine, deoarece x = 2 — — > O rezultă şim — 1 > 3. Deci m — 1 = $, 


m— 1 
de unde m = 7. Rezultă z = 1, y= 8, şi numărul cerut este i8. 


2e) Putem scrie: 


z+y—19 2(m — 4) + 3(3m — 5) — 19(m —.1) 
DID e | e i = 1 
m+ 4 (m — im + 4) 
| — 8m — 4 
akai r ] = m(m + 11) = 0. 
l (m — im + 4) - 
Avînd în vedere condițiile enunivlui, solutia ecuatiei este m = — îi]. 


-2. ELIMINAREA UNEI NECUNOSCUTE INTRE DOUĂ ECUAŢII 
ALGEBRICE DE GRADUL DOI, CU DOUĂ NECUNOSCUTE 


Fie sistemul ; 
[e + bity + cy? + di reay+h=0, 
dt? + bazy + cayt + dat + ey + fa =0, 


coeficienții ecuaţiilor fiind numere complexe. 
Dacă cel puţin unui dintre numerele u,, az, C1, Cg este nul, rezolvare 
sistemului este simţitor uşurată. Spre exemplu, presupunind u, =Q, 


(37) 


din prima ecualie se scoate xv, care se substituie în ecuaţia a doua, obi 
| 


nîndu-se ecuaţia rezolventă în y, a sistemului, ecuaţie de grad cel mult 
patru. A 
Fie acum GysCacs # 0. Înmulţind parte cu parte prima ecuaţie cu cu 
şi a doua ecuaţie cu —cu, prin adunarea ccuaţiilor obținute, rezultă o 
ecuaţie de forma : 
- Lx? + Mzy + Nx + Py+ R=0, 
sau 
pita (Mx + P)y = —(Lz + Nr + R). - (379 
Excluzind cazurile banale M = 0, P #0 şi M = P=0Ù0, îu cars 
rezolvarea este imediată, mai deosebim cazurile: 


>PEMRK dh PILA + NA A 
2 MĂ—+ P nu divide LX HNX HR. 
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"n Po 


in cazul I° „putea scrie LX ab NX F R = (MX + P)(SA + Ty; 


„deci ecuaţia că ') devine: 


(Me + Pg — Se — T) = 0, 


bazolvatia sistemului (37) reducîndu-se la rezolvarea a două sisteme, 


alcătuite din una din ecuaţiile acestuia impreună cu ecuaţia Mz + P = (r 


a y — Sr- T =0. 
n cazul 2°, din (37'), rezultă: 


y = Le: + Ne +R 
N | Ma + P 


Substituind de aici, y în oricare din ecuațiile sistemului E), dedu- 


= zem rezolventa în x a acestuia, care este o ecuaţie de srad cei mult. 
=- patru. ; 


Corespunzător cazurilor 1° și respectiv 2", prezentă m în continuare 


două exemple numerice.. 
isempie : 1) 
3r? + dap --- gz? + £ — 3y — 2 = 0, 
4x? + ty — y? + 2x -y4 =; 


Înmulţind prima ecuaţie, parte cu parte, cu — 1 şi aduniud cu cea 
de a doua ecuație a sistemului, deducem: 


Ti —Zy+Ir+y —2=0, 


w pe, 


deci 
(x —Dy= +a — 2. 
Deoarece x — 1 |z? + g= 2, scriem ultima ecuație sub forma s 
(x — 1)(y — x — 2) = 0, 


de aio deducem 2 — 1 = 0 sau y =z —2 = 0. 
Sîntem astfel conduşi la rezolvarea sistemelor: 


ama 7 (38) 
3x? + 22y — y? +x —3y—2 = 0; 


E y —x —2 = 0, 
3x? + 22y — y + x — 3y — 2 = 0. 


Soluţiile (1 ; 1), (1; —2) ale sistemului (88) se obțin imediat, 
“Pentru rezolvarea sistemului (38) vom substitui y = x + 2, din 
prima ecualie, în ccnaţia a doua. Obţinem ecuaţia 2z* — x —6= 


(38) 
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piei IE ati eg ce det a 7 a 
Ji 34 5 TE a : A 
i Fa it A Mal d AA A ; F i. (S) T Diin "3 3 E b e d zi i ni i PE ~ ih 
S FR ale cărei soluţii sint 2 şi — a Se obțin de aici soluțiile (2; 
CENE nT, j 3 1 . na d , i | 
iz AER pite al ale sistemului (38). 
Deci! soluțiile sistemului din enunt sint: 
S i a e s oN i ş .. t 3 1 
EEN | CERE (1; —2); (2;4); je i] 
pe ee a 2 + ty — 2y? -AY E pg a (7; y) eC 
A J ; 
EN i iile dat d — 22 + za d, 


saN, înmulțind, parte cu parte, prima ecuaţie 3, a doua ecuatie cu —l i 
<. adunind ecuatiile obținute, rezultă 4ry — 9 — toe , -= 179 -+ 20 = 
de unde putem scrie: 


p r = H. (39) 
) | 4y — 10 
. Substituind! în prima popa a sistemului. (şi. dfectuind calculele) n 
Zoo deducem : : 
17yî rti EET e 
a «soli 10 
ecuatie ale cărei rădăcini sînt j = l; j = 1; yj 5—2 ji =— An 


Înlocuind succesiv valorile obţinute pentru y în (39), rezultă: , 


mol: 22; da ca e 
1 p 17 


7 7 Rezultă că soluțiile sistemului. sînt: (—1; 1); (2; —1); (1; =?) 
2 i Ea | f 


17 - 17 
e dp pu 6.3. OBSERVAŢII ASUPRA SISTEMELOR SIMETRICE 
i Numim sistem simetric de m ecualii cu n necunoscute T, Y,.sss o W 


„um sistem de forma ; 
PAA eur, | [urs pi se.) =0, 
E i ra d Rere asi W) 


ll 


ATER ESN i B AP „e. ; W) = 0 
e Palme | a 

dacă å fo PRESIOA fa sînt funcții simetrice de T, Ys... W definite pe E", 
H „cu valori în C, unde EESC 


a 


0, i eiO) frig 
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A 


= € E" fiind o soluţie-a sistemului (40) ; este, de asemenea, soluţie orice 
-permutare a acesteia à 
Prcprietatea unui Listem, de a admite ca soluţie orice permutare a 


uneia dintre soluţiile sale, nu este caracteristică numai 4 sipielaii si- 


: metrice. , j | 
„Spre exemplu sistemul : | î 
dr — 9r + 6y —8 = 0, 
Pin + 6r — 9y — 8 -= 


> admite soluțiile (1; 2), (2; 1); (—1; (3: =). fără a fi sistem 
simetric în sensul definiţiei anterioare. | 


a Pentru a sublinia unele probleme privind a A sistemelor si- 
îi metrice apelăm la exemple numerice. 3 ii 


-°> Exemple: 1) Să se rezolve sistemul : l 
k d | i 2+y=2, 2 B . 
E xj = —48; mip e. 


Dacă z, şi za sînt rădăcinile ecuaţiei:zz — Sz-+ P = 0 se ştie că z + 


LE A Za = S şi 232, = P. Punind S = 2; P = —48, rezultă că soluţiile 
TAa sistemului sînt (23 2%) și (%3; 2). 
u-  Rezolvînd ecuaţia z? — 2z — 48 = 0 obținem z, = —6; 2 = , 


-==> deci sistemul din enunţ are soluțiile (—6 ; 8) și (8; —6). 
2) Să se rezolve sistemul : | | 
ha [č —y = 5, 
pia a : PE —150; 
„ Observînd că putem scrie : 

a + (—y)= 25; z( —y) = 150, r 


(z; y) = le. 


$ „dator ită celor indicate în exemplul anterior, găsirea soluţiilor sistemului 
IBtopuș implică rezolvarea ecuaţiei :_ 


E 

a TGA i — 252 + 150 = 

pg Ne obţinem z, = 10; z, = 15, LE că avem: 
- (æ= 10; —y = 15) sau (£ = 15;:—y = 10). - 


„ Soluţiile sipceauulii propus sînt deci: 
(xı = 10; jp = —15); (aa = 15; Ja = —10) - 


"i Metode de rezolvare a problemelor de reala să în liceu — cd, 111 129 


i “Datorită proprietăţilor funeţiilor si ritrice, rezultă că în Woy ta jo = S 
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3) Să se rezolve sistemul : | e sie Mor E aA 
| zi = smp tr yt li, | | y: a i 
S i 2 SUN | 

2r? + ty + 2p'= 8, ESE - ai 

“e 


Pentru rezolvare, observăm. că sistemul se mai poate scrie şi sub 
forma : 


E 
h 


(z + y)? —5ay = 11; 2(x + y)! — 3xy = 8 


Notînd a +y= a, zy = b, obţinem: 
i a? — 5b = 11; 2a2 — 3b = 8; 


de unde rezultă imediat a? = 1 şi b= —2. Avînd în vedere notatiile ; 


făcute, sîntem conduși la rezolvarea sistemelor: 
z+y=l, şi z+y=—l, 
xy = —2 ty = —2 
ale căror soluții sint (2; —1), (—1 ;.2) şi respectiv (—2; 1), (1; —2). 
Deci soluțiile sistemului inițial sint: i 
(2; —1); (—1; 2); (—2; 1); (1;—2) 


Observaţie. Rezolvarea unui sistem simetric, de două ecuaţii cu două 
necunoscute, este — în general — ușurată (din punct de vedere al cal- 
culelor) dacă se iau ca necunoscute auxiliare suma și produsul necunos- 


cutelor. 
Pentru a veni în sprijinul acestei observaţii, sugerate de exemplul 3, 


“prezentăm încă şi exemplul următor . 


4) Să se rezolve sistemul: 


r? + ryty =T, 
z2y + ty? = b, 


Dă 


(x; y) E C. 


Deoarece sistemul se mai scrie şi sub forma: 


| a (z +y) —ay=7, 
| mei DEn, T 


notind x -+ y =S; xy = p, rezultă . | at | 


$ — p= 1; sp =ô 
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->> Eliminind p între cele dou 
“ale cărei rădăcini sînt: Sr= —1; s = —92. 
> p= s? — 7, deducem p, = —6: Pe = 


tiile făcute obținem sistemele : 


per zli [eiie —2, jt+y=3, 
vy= —ô, j= 8, ty = 2, 


© ducem în final soluţiile sistemului din enunţ : 


© (—3; 2); (2; —3); (—3; 1); (1; 3); (E: 2) 23 0 


5) Săse rezolve sistemul : 
he -y = 3, 


lety tlr pg, oep Emn 


Deoarece <? — y? = 3 > 0, rezultă |x? — y? | = 3, sau |z — y|- 
-]z4+y]l= 3. Deci sistemul din enunţ este echivalent cu sistemul: 


lz +yl+iz—yl=4, 
| ” 3 (£;.p) €- R?, 


I£ +yllz— yl = 3, 


A 


semn. 
Sistemul (41) conduce la: 


iz Pg sai san A ar 
|z —yl=3, |z —g|=i. 


În primul-caz avem: 


LA sau să Joe 


I—VyPy t= y= m, 


de unde deducem soluţiile (2; —1) ṣi (—2; 1). 
În cel de al doilea caz avem: | 


parpi nA pia n —3, 


z—y=l DS ha 


deci obţinem şi soluţiile (2; 1) și (—2: —1). 
1 Răspuns: (2; —1); (~2; 1); (2; D; (—2; —D). 


ă ecuaţii obţinem ecuaţia s$? — 7s —6 = i 
; Ss = 3. Datorită ecuației 
—3; Pa = 2. Revenind la nota- 


„ale căror soluţii se obţin imediat dacă avem în vedere exemplul 1. De- 


(41) 


cu condiția suplimentară ca numerele x + y şi £x — y să aibă acelaşi 
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Pa Acea ae T oct Oce NP E RN 
6.4; OBSERVAȚII ASUPRA SISTEMELOR DE DOUĂ ECUAȚII OMOGENE 


BE GRADUL DOI CU DOUĂ NECUNOSCUTE 


tr e Să considerăm ecuaţia de gradul doi cu coeficienţi complecși : 
Ki az? + bzy + cyp? = d. 

© Deoarece oricare ar fi (x . y) e C? avem dz? + bee + cy = di. 
- a» a(—z) + B(—z0)(—y0) + c( —yo)’=d, rezultă că (ze ; ya) e © fiind se 

„soluţie a ecuaţiei, este, de asemenea, soluție şi ( —To ; —y0). Te Tia E, 

soto: Fie acum sistemul: | l | | 

pi Ey bıxy + cy? + da. 
aJ? + baxy + Cay? cai da; 


>g 
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E at 
> 


(yp et o o O (42)... 


> T Păi | A 
y g = Datorită observației anterioare rezultă că sistemul (42) are sau două 
J2. seluţii: | A 
x - (To; Je); (Airi — Ji)» 
$ sau patru soluţii: i 

£ (Ze; Yo); (—2o; —Yo); (T; Ya) i; (oi —Ya). 
= o Deci rezolventa în x este sau 2* — zi = 0 sau at — (x5 + r'ar + 
ooo + gr'a = 0, ceea ce confirmă că sistemul (42) poate fi întotdeauna re- . 


zolvat cu ajutorul cunoştinţelor de matematică din liceu. (Evident ace- 
leași observaţii se pot face şi în legătură cu rezolventa în y.) | 

În continuare prezentăm o serie de exemple dintre care primele trei 
expun cele mai utilizate procedee de rezolvare a sistemelor de două ecuatii 
omogene de gradul doi, cu două necunoscute. 


E, E E Exemple : 1) Să se rezolve sistemul + 


-~ 


3x? — 3z} — y? =, 

z2 + 3zy + 5y? = 15, 
 Aplicăm modul de lucru propus la 6.2. Pentru aceasta, înm 
LESA bele părți ale primei ecuații cu 5 şi adunînd, parte cu parte, cu 
oe ecuaţie a sistemului, obţinem ecuaţia 16r? — 122y = 40. Observ 
La z că că avem z 4 0, putem serie în continuare: 


(z; y) = C 


ulțind am- 
a doua 
înd 


arae (42) 
Eni B Substituind în prima ecuaţie a sistemului (rezultatul este acelaşi ji 
„dacă se substituie în a doua ecuaţie) rezultă : | 
3x? — (4x? — 10) — (FEA = p, 


p. 


in SE A T Aire pai 


Tı = —2; Da —l; t =t j t Ilm a2 


+ SOPR pentru y: 
Y = —1, y dj Vs = —2; = 


Soluţiile sistemului suit e (—2; —1); (—1; 2); (1; —2); (2; 1). 
2) Să se rezolve sistemul ı F 


; T gy yt= l t; y) eC (43) 
9r? — day + y’ = 33, ja | 


Înlocuim 7 y = tx În fiecare din ecuaţiile sistemului. Rezultă : 


a p e a ip mil 
z2(9 — 21 + £) = | 


i a mbele ecuaţii ale sistemului obținem contradicție), deducem: 
Ee Sie IE RE | 
E ez Š ; s-ar 


Sa 1 
3 


} 3 
= 24; => - Avem deci sau y = —4z, sau j = -Ë r, şi dă aan Ta 
> | 
pr N sistemele : 
zx? — xry — yj? = —ll, 
Și | . 3 


y = —4x “urma 


[e —2y — 4}? = — 11, 
2 


Se obtin DE sistemul din enunț soluțiile : J 
—1; 4); (1; m4) (2; a); (—2 rgy 
Să se rezolve sistemul : 


2x? + bzy — 3y? = —7, 
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înlocuind, pe rînd, valorile obţinute pentru z, în (42), găsim valorile 
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Observînd că. din sistemul (43) rezultă x 7 0 (înlocuind t = © în 


„de are rezultă 2{2 + Sat VA se O, ecuaţie ale cărei rădăcini sînt E = 


Bp 
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- Adunînd cele două ecuaţii, parle cu parte, rezultă ecuația 3z* 4 

| 1 În | 
4 Sag — 24? = 0, de unde deducem sau 1 = | siu pe —2y. în . 

continuare rezolvăm sistemele : Ea, 


gt ey +=, şi pa And pi 


9 


Răspuns : 
(1; 3); (—1;-—3); (2; —1); (du, 


= Recomandăm ca în rezolvarea sistemelor de două ecuaţii omogene 
„de gradul doi, cu două necunoscute să nu se treacă imediat la aplicarea 
unuia din .procedeele prezentate în exemplele 1, 2, 3, deoarece anumite 
particularităţi ale problemei pot uşura munca de obţinere a soluţiei. 


Încercăm să întărim recomandarea făcută prin exemplele 4 și 5. 


4) 3x02 + ry + 109? = 12; r? — 2ry + y? = 4. 
Datorită ecuației a doua, sîntem conduşi la rezolvarea sistemelor: 


sA + xy +- 10y? = 12, P fa + xy + 10y? = 12, 
z—y=2 ' I—y=2. 


5) Să se rezolve sistemul : 


zt + zy + ay? =a+2; 

bx? — xy + 2y? = 3(b + 2); a, bec, 

ştiind că admite soluția (—1 ; 2). | 
=- Înlocuind în ambele ecuaţii z = —1; y = 2, se obține a = 1, b = 2 | 


- Sistemul se scrie: | 


pci ry +y = 3; 

| 2x? — xry + 2y? = 12 | 
şi — fiind simetric și omogen — mai deducem soluţiile: - 

(2; —1), (1; —2), (—23; 1). 


Deoarece numărul maxim de soluţii ale sistemului este patru, rezol- « 


se a varea este 'nelieiată, 


ETE 


CAPITOLUL V 


INE GALITĂȚI 


$ 1. GENERALITĂŢI 
a 

Fie a şi b două numere reale. Prin definitie numărul a se zice strici 
mai mic decît numărul b, dacă există numărul strict pozitiv p astfel 
încît a +- p = b. Scriem în acest caz a < b. Relaţia „<“ se zice relaţie 
de inegalitate strictă pe R. | 
E De asemenea, se definește relația de inegalitate (nestrictă) „<“ pe R 
„prin ab, dacă a < b sau a = b- În plus dacă b < a scriem şi a > b 
A („a este strict mai mare decit b“). 

Dacă a, b,c, ... sînt numere reale, enumerăni: următoarele proprietăţi : 

P. a<boa+e<b-r+e. 


2. a<|l i > a<b ; i 
[t> ak<bk şi 4 Soj= a> bk. 
3 a<hb 
î aj ate.< b -+ d. 
4. 0sa<blaac<bi. 
| DE ca 
5°. Relalia de inegalitate nesiriclă pe Xì este: 


— reflezivă (a <a oricare ar fi a € R), 
— anlisimelrică (a < b şi b < a ro a = b), 
— tranzitivă (a < b şi b < c implică asc). 
6°. Dacă a>0, b>0 şi n e N*, atunci: 
r a < bed <b; a< bea 0%, 
7. Vabi dbs. ” 
o latobislal+Iol:; 
9. lau —blizlal —I20]. 
“În continuare dăm demonstrațiile acestora. | 
19. Prin ipoteză există p > 0 astfel încît a + p = b, deci (a + ¢) + 
Sa da A, + c€), de unde deducem a + ¢ < b -+ c. 
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„.„... (Prima inegalitate este evidentă, datorită observaţiei făcute la cazu 
tă = m= 2. A doua inegalitate se obține — spre exemplu — prin inducţie.) 


~ ” A 


Mi e „20. Avem a + p = b, deci ak + pk = bk. Dacă k > 0, atunci pk > Qi: i 5 
„şi rezultă ak > bk. Dacă k <0, putem scrie ak = bk + (—pk) şi cum 


„—pk > Ù, rezultă ak > bk. 


= © 3°, Din ipoteză rezultă că există p; > 0, ps, >U astfel încît a + pi ză 
aF ic r. ta b,c + Pi = d, deci (a+ c) + (Pa + Pa) = Í ab d, si cum p; d pa > 0 | 
rezultă a +e <b +d. 


4°. Putem scrie a -+ pi = b,c + Ø = d deci (a + Dac + pa) = bd, 


sau ac -+ (ap: -+ cpu + pip:) = bd. Deoarece aps + cpi + pipa > 0, 


$ deducem ac < bd. | 

5°, Reflexivitatea rezultă imediat din definiţia relaţiei de inegalitate 
(nestrictă). 4 
| Să presupunem acum că avem a < b ṣi b sa, deci există nu merele 
Bg > 0, pa > 0 astfel- incit a+ pı = b şi b+ p: = a. Deducem (a + 


4 b) + (pi + p) = a + b, de unde p, + pa = 0 ṣi cum p, > 0, py > 0, 
. rezultă pu = pa = O, deci a = b şi proprietatea de antisimetrie a relației 


de ordine (nestrictă) este dovedită. 

Pentru a demonstra şi proprietatea de tranzivitate, să observăm că, 
din a < b şi b < c, deducem existența numerelor p > 0, q > O, astfel 
incit a+ p = b ṣi b+ q=c; de unde rezultă a + (p + q) = c, deci 
Bt, 
6% Deoarece a” — b” = (a —b)(a"1 +- a" + ... + ab” 4 b"), 
-suma din ultima paranteză fiind pozitivă datorită condițiilor ipotezei, 
deducem a < b e a < b". 
=~ În plus putem scrie, pentru a> 0, b>0: 

rad AR = (3) > (z) e T 
-a b a „b ” 


7°. Se deduce imediat deoarece |x| > x oricare ar fi x real, 
8°. Putem scrie: | l 
(La + bI)? = (a + b)? = aè + 2ab + b < a + 2|abl + [L 
=]a|[? + 2laj] b] +ib] =(lal + lb’, 


"de unde, prin aplicarea proprietății 6°, deducem |a + bl <lal -+ lol 


"+ Facem în plus observaţia că proprietăţile 7° şi 8° pot fi generalizate. 


Astfel dacă a, a,..., a, sînt 'numere reale, se” verifică inegalităţile: 
l | auz. . -Gp | 2 Aila e e Ap 
la aa sal sal Hlal t a. +t linl 
| 


t 


ia, AMINE 


i 
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cacat Mill MII nisa 


k 


ge, Observînd că putem. scrie a = (a — b) J b, deducem [ai 
e Ia d je la>b| +10], de unde peraha Farsta A pes 


I 
Li 
> 


© § 2 INEGALITĂȚI UZUALE 


-În practica rezolvării problemelor, din manuale și din culegerile de 
probleme care se adresează elevilor, cele referitoare la inegalităţi ape- 
- lează în majoritatea cazurilor la unele inegulilăți cunoscute, pe care le 
numim aici inegalităţi uzuale. Prezentă m în continuare unele dintre 
acestea : 


; 1 i ina sing E 
wig a > 0 alunci a + — > 2și dacă a < Ose e Lc Go a 2 
a a 


, 


a ATAN a > 0 putem scrie a eA >2 a + 1> 24 <> (a— 1} > 
a 


`- Asemănător se demonstrează şi cea de a doua inegalitate. 
2°. Oricare ar fi numerele reale a, b, c, putem scrie: 


"A „aie —ab —be —ca >0, 


„cu egal dacă și numai dacă numerele a, b, c sînt egale. 
‘Demonstrația este imediată dacă observăm că putem scrie : 


a + b? ale c? — ab — be — ca = [a Di De c)? + (c — a]. 
P. Lungimile ft unui triunghi fiind a, b, c,se verifică inegali- 


tatea 
aa b? 4 ce — 2ab = 2fe — Fa < 0. 


În conditiile enunțului putem serie : 
POA lb —c|<a;!c-=al<b,ia-bi<e, 
deci ' 
b? —2bc + e < a; ce — 2ac + e < b, 
| a — 2ab + b <e. 
Rezultă 2(a? + b? + c° — ab — be — ca) < a? + b +e’, de unde de- 
j cE ARAA din enunt. 
y eu a + b? -p e [= ar p y 2? = 1, există inegalitatea i 
i | Jaz + byt ezl sl, " 
' cu egal dacă şi numai dacă numerele a, b, c sînt direct proporționale cu 
numerele x. j, z | 


PR... Sp Et A a ERA fai tU mi Aa du ~. Sa ù 
A i T3 4 4i 0 é Y is LA) pi waf i -eN 
sS ; : wk 38 A è- ? a EE ac, . li 
4. as i> a. AS } toa EVNA Š ' 45 +a $ 
ru $ a! d r 57s 3 pe 
o : P Pi ta gri N 


æ 
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„Ceea ce reprezintă inegalitatea Mg S Ma pentru ap" P PÈ 
Pe e, a 


Pentru demonstrație utilizăm identitatea lui Lagrange ; 
(a + b? + e(a + y? t 22) — (uz TA by + cz) = 
= (ay — br)? + (b2 — cy)’ (ez — az}, 


“de unde, în condiţiile enunţului. ju scrie : 


(ax + by + cz)? < 


care este inegalitatea din enunţ. 


5° Inegatiiăţile dinire mediile arilmelică (mą), geomelrică. (mg) și ar- 


monică (m,).a n numere reale strict pozilive, peniru cazurile n = 2, 3, 4: 


š N 
mM, < Ig < Mas (1) 


„cu egal dacă şi numqi dacă numerele considerate sînl egale. 


Pentru n = 2 inegalităţile (1) se scriu: 
| 2ab t b 
ee < yab s 
şi demonstrația este imediată. | ț 
Fie numerele reale strict pozitive x, y, 2. Putem scrie : 


BAIA +2 — 3ayz = (x + y + zz? + y? + z? — xy —y2 — zí). 


Deoarece EN şi x? + y? + z? — ty — yz — zx > 0, de 
ducem: 


æ p y? p 2 —3zy2 30. (2) 


Dacă a, b, c sînt numere reale strict pozitive, să notăm z = Va 


y= Jb. z = e. Din (2) deducem : 


A a+b+e—3%abc 30, 


„adică ma > mg pentru n = 3. Se observă din z? + y? + z? — ty —y2 — 


— z% = -> x = yj = z, că obţinem m, = mg dacă şi numai dacă a = 
== b = C, , 


„ Tnegalitatea M, <S Mgr pentru n = 3, este: 


3 


1 1 1 
m efr a. fe n 
a: b c 


CA 


' 
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bă) 


„scrie : să 


a+b c+a a 


ELE d Ec APR IRC Bă AS > fa nr 


| “4 i 2 + 
deci | l „g 


adică inegalitatea Ma > mg, pentru n = | 
Pentru a demonstra inegalitatea my, < mg, în cazul n = 4, facem 
aceeaşi observaţie ca şi în cazul n = 3: | 
N 


§ 3. INEGALIFĂȚI REMARCABILE 


- 


Vom prezenta aici unele inegalităţi a căror importanţă rezultă din 
numeroasele posibilităţi de utilizare în practica matematică, și care 
socotim necesar a face parte din cultura matematică a elevului din ulti- 

mile clase de liceu sau a celui c care este membru a! unui cere de mate- 
| matică. | | | 

1°. Inegalitatea medion Fie Ti, Za ..., £a Numere reale strict pozi- 
dive. Notaţiile fiind cele din paragraful precedent, se verifică inegalitătțile : 

minz; < My S Mg S Ma S maxa, (3) 
1gi<n 1<<i<n 
cu egal dacă si numai dacă numerele sînt egale. 

Pentru demonstraţie. să arătăm întîi că oricum am alege n > 2 nu- 
mere reale strict pozitive a căror sumă este numărul S, fixat, produsul 
acestora este maxim dacă numerele sînt egale. 

În adevăr să presupunem că Pmas = 20-29... .20, cu x? + gg -H ... +4 
-+ zə = S, dar fără ca toate numerele TAL aa x? să lie egale între ele. 


Nu- particularizăm demonstrația dacă considerăm 2 xr! În acest 


caz, fie: 


Ri a At 2 „ara 


z qlr? . e „ZO. 
2 2 at n 


T . 
Deoarece x? Æ 1) avem și (Sta) > Wr}, deci P' > Pir, mpo- 


„sibil. Afirmația făcută este deci demonstrată. 
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Să considerăm acum numerele reale strict pozilive a, b, c, d. Putem 
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grt E KET TERET = RAI se în 4 m $ i n i P d e ` f pr . IA $ mă 
“Rezultă de aici că oricare ar [i numerele reale strict pozitive Tu 
SE e a botind SEA e Da vei P m 8e verifică inegalitatea 
și bb 3 3 i : i a i j ; ; è l S z 
et N RE S oF l tte t. Un <s (=) d 

base A n 


cu egal dacă şi numai dacă numerele sînt egale. 


=-  Tpegalitatea obținută se mai scrie : 


aa na peak ef see Pia ! 
I N. DI ge ay, E e a cau. 
IL. i 
ceea ce demonstrează a treia inegalitate (3). s f 
va observa că aceasta este echiva- 


Pta a 2 Pentru a doua inegalitate (3) se 
coo lentă ca inegalitatea dintre mediile geometr 


i va A i recul nea Ia N Mm 


ică şi aritmetică a numere- 


Sa "N z, Za è l 7 

i = Prima şi ultima inegalitate se deduc imediat din 

< | : Pi 

E A min Ty S Zi L MAX Te 

z E, 1<i<n 1si<n 
N pentru orice k e DD nai d 
„2. Imegalitatea Imi Bernoalli 
i E la (1+'a)% 1-+na; a e (—1; o) nen. 
a __ Deoarece pentru n = 9 şi pentru n = 1 inegalitatea se verifică, vom 
=> > presupune în continuare n > 2. 
T net Dacă- dı, Ca, =: Ap SÎRt numere reale strict pozitive, putem scrie: . 
A d + a,)(1 + a)... + 4) = 1 + (a, t a ss Fam) o> 1 + 


i | + (a, + as + a. F an) 

„ Punind acum ay = da = „= a, = a, deducem (1 +a)" > li nea 

aau A inegalitatea este demonstrată pentru a > 0, n 3 2. 
Cit o- Dacă a= 0, verificarea este imediată. | 


pe tu Pla = a <0, na? și să considerăm inegalitatea evidentă : 
Ea (A par (papa (ro rI<n 
îi desi. | . y 
s îi bi pe y 


ei ti (Ar a). = HOE aP e (1 zf EA t (1 -+ a) + 1] > na, 
TA E de unde deducem (14 a)! — 1 > na, ceea ce demonstrează inegalita- 
„n tea lui Bernoulji şi în acest ultim caz. i N ERA 


> 
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3 `, - . P se A 
Y ` $ : s > i r à 
Ee Ă : t : ¿į s 
7 


nele precizări : 


i 
y - Teale pozitive m și n, cu m+ n 40, se verifică isa a a A E 
Sa mr, + nr 
A q g ME + nr, < za. k 
m+ n 
Sano plcarlo este imediată, | i 


> ` -— Fie E un interval (finit sau infinit) al axei reale. Funcţia f: E = n 
AR se zice convexă pe E dacă: N 


iu | (2 +- =) < -mf(z) + Af (a) i ; (4) 
x ai i m+n m+n 
ri oricare ar fi z,, Ze.din E şi oricare ar fi numerele reale pozitive m si P 
m+n Æ 0. 


Li 


<- Dacă se schimbă sensul inegalităţi în (4), se obține definiţia funcției 
concave, | l 
Să considerăm inegalitatea (4) şi fie A(z,, f(x), B(za, f(£a)) două 


- dreapta AB în planul roy, a cărui intersecţie cu semiaxa negativă a 
- ordonatelor este o semidreaptă. Geometric, inegalitatea (4) afirmă că 

mulţimea punctelor graficului funcţiei f, cu z e [z,; £] este inclusă 
În T: UAB (vezi fig. nr. 2, unde s-a notat \ = aT 

m+n 
“Menţionăm în plus că dacă f:E— R, este de două ori derivabilă, 

"o condiţie necesară şi î pentru ca f să fie convexă (concavă) 
SME SR pe EB, este f(x) >20 f (©) < 
=e -oricare ar fi r € E. cau A(T f(E) y 
-= demonstraţie vezi, spre exem- ` 
œ plu, „Curs de calcul diferențial 
2 si integral“, G, M. Fihtenholţ, 
Rd. Tehnică, 1963). 
-> Cu acestea putem enunța 
“inegalitatea lui Jensen : 

© „Fie E unintervalsi f° E— R. 
-Dacă f este conveză pe E atunci 
| oricare ar fëZu Faro EB V g. nr. 2 


3; f(x) + aftr) ) 


min 


B(T, f(z) 
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ze, “Inegalitatea lui Jensen. Considerăm necesare. RA tutegiat ; 


— Dacă x, Za sînt două numere reale, x, < £a, oricare ar fi numerele € 
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- puncte ale gralicului functiei f. Notăm m, semiplanul- determinat de 


celt) e f și oricare ar fi numerele pozilive Pis Pas sai s Pa: nu loale nule, se veri [ici 


inegalitatea e 


P HpPit tP Pit P:+ ..- + Pa si 
onstrație prin inducţie. Pentru n = 1 verilicarea 
n = 2 se obţine definiţia funcţiei convexe. 


(5) se verifică pentru k > 2, oricare ar fi 
.. Pr, îndeplinind condițiile enun- 


Prezentăm o dem 
este imediată, iar pentru 
Să presupunem acum că 


numerele Z Žene s Zy Si Po Po d A AE ` 
ţului şi fie, în aceleași condiții, numerele zi, Ta, - - o Tepi ŞI Pr Po e o Prr 


Notînd p; + p, + ... + p= S, putem scrie : 


l s(a nn. tA mi) + pistia 
(= + PaT: +... + Butka) p f > S < 
Pi + pi + ... + Pit S Pits 
S'J (= PE OE E z) PE AE EN 
S S 
e e 
S + Pun 


s(£ f(z) +... + == ren) + Pitif(Tr+) 


S + Pri: 
_ MIE + Palas) + + t Prtif(Eit) 
Pi + Pate + Per 


ceea ce demonstrează că (5) se verifică și pentru k + 1. Cu acestea, 
demonstrația inegalității lui Jensen este încheiată. 
Menționăm că se verifică imediat că s-au atribuit argumentului 
"funcţiei f valori din E. În plus facem observația că, dacă f este concavă 
pe E, se demonstrează relaţia analoagă cu (5), în care se schimbă sensul 
inegalității. 3 | 


4”. Inegalitatea lui Hölder. Dacă vı, za, ..., Ta iu, fini acasa A ERE 
numere reale pozilive, p si q numere mai mari decti 1 şi LA + A = 1, se 
Ee : . pe l4 : . P 4 
„verifică inegalitatea : 


1 1 
rue | Brigi < (Eag) P (2y) *, 
sumele fiind exlinse la toate valorile lui i = 1, 2, .. n. 
„Fie, pentru demonstrație, funcția f:[0; +œ) R, fx) = 7”, 
l; (p > j | | 


aaa 
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+] 


| Deducem imediat f” (x) > 0, oricare ar fi z e [0: Lea), déci F esto 


Li 


E convexă. Să 
Aplicînd inegalitatea lui Jensen, deducem: 


A n p n 
È at £ au} 
i=} i=1 
- E < 3 
n n 
Pi È a, Èa 
= $ sii i= i=1 
ooo unde a; > 0 ṣi u, € [0 ; + œ), pentru toate valorile lui i = l; 2, v tt 
— Îmlocuind z ; 
pey p 1 a 
RENI —— 5 — 
SIN ds mu Pl ai a S 
po d, = Ji ȘI ll; Tii , di 


putem scrie succesiv : 


3 a2 i 
Dry, NP Zr: Zr? JEF p=) 
=x Èy: ii > k Zy P=] d 


L BP 
<> ULU cp". za, P=) p 


sumele fiind extinse pentru toate valorile lui i = 1, 2, ..., n. Observind 
„că ultima inegalitate este aceeaşi cu cea din enunţ, demonstraţia este 


„terminată. 
Facem observaţia că în cazul p = 2 inegalitatea lui Hâlder se scrie 


să XI)? S (5 ril yi) 
i i=1 i=1l i=1 


şi sub această formă este cunoscută sub denumirea de inegalitatea lui 
“Cauchy-Buniakowscki-Sehwariz, (Vezi manual de algebră pentru clasa 
a X-a.) | | 
5. Inegalitatea lui Minkowski. Dacă zu Ta see» To Yr Yo +e Ya 
> 1, se verifică inegalitatea t 


d | -stni numere reale pozitive si p e R, p 

j ie P n P A iP 
`. LS (aet S (2P) + (290 i 
an 4 F i=l a Pen = 
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i me i à, Dă x 
apă A A Lr a TE rE a CPA 
af fait d k i A E be \ k s AD è i 
` e A J DE ; - Sa T š . `, > TORR d A d 
i d 4 é Ki $ BEN Di TA K E p” ERE. 
, » ` rE + rn r Eti r 

3 És ick ; : A f za r 

` ` d i i 4 t E 


-~~ 


Aplieind PENTA lui Holder. putem scrie : | 
Za, + 9) = == L(t; $ y)”- 1, + Elz, + PT iy; Š > 


p—1 


RE 1 p—1 1 

Poeta Ir ROI RR w- a ean N 

qa K ia, K [ze 4 g) SET P (Za?) p $ [ta $ y) F er] p (297) d 
gat eifo dă, =] sati 

i, = [Za + y)” P Lea" + (2y?) J. 

sumele fiind extinse- la toate valorile i = 1, 2,... , n. Se deduce de aici 

imediat inegalitatea din enunt. | 


a aa y ` 


Soa Sa APLICAȚII 


Ne propunem să prezentăm ı unele exemple dè demonstrare a inegali- 


A ~ tăților: 
ia — utilizînd proprietăţi ale numerelor reale (Exemplele 1, 24.5 
—-ca aplicaţii ale inegalităţilor cunoscute (Exemplele 4, 5, 6, 7 


m - — utilizind metoda. inducției matematice (Exemplul 8); 
APNA -= — utilizînd proprietăți cunoscute ale funcțiilor. elementare (Exem- 


| plele 9, 10); p 


— utilizînd procedee ale calculului diferențial (Exemplele 11, ja, 13); 


Exemple : 1) Dacă a, b, c sînt numere reale a căror sumă este zere 
sau 1,să se demonsireze inegalilalea : - 
ab + be + ca < z 
. -pe a è i > 2 

„Oricare ar fi numărul real z, putem scrie x? — x + 1 = (2 — =] + 
+2 > 0, deci r? — T + 1 > 0. Înlocuind succesiv, x cu a, b, c, deducem: 


e +1l>a b+1>b, PESEE 
at EE PEE E E E VE, sau 
A O n (a+ b+ o) — 2(ab + bc + ca) +3 >a+ lia, 


- Înlocuind în ultima inegalitate a + b+e=0saua+b+e= 
zi tm inegalitatea din enunţ. 


= 2) Fie numerele reale a > 0, b>0. „Oricare ar fi numărul natural n, 
„se verifică inegalitatea ; 


i, 


E] <q" + b”, | i 
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SM 


Mer 
fă i — ca aplicații ale cunoștințelor de geometrie (Exemplele 14, 15). | 
i 


Ri ° i m s 6 . A r 


Se As sau n == 1. Presupunind n > 2, putem scrie: 


m | a < Ya F + b; <a, 


„tatea din enunţ. 
a A, 3) Să se demonstreze inegalitatea + 


E ID pe PP, Cep 
= i abia 3 


a, X -c fiind numere reale pozitive. 


Oricare ar fi numerele reale pozitive q şi y putem scrie z? + j? — z2y - — 
E => = (x — y) (x + y) 20, deci 2? + y? > 22y j" xy?. Deducem de 


de unde rezultă : 
i Aa + B+ c) > atb + b'a + be + ctb + cta + cat, 
“Ultima inegalitate mai poate fi scrisă: ` 


ola + b F c) > (at p bt ca b H e) — (+ bc), 


apb pe  a+b+e 
n e —— d 
A a: + b! -4 e 3 


4) Oricare ar fi numărul natural n > 1, se verifică inegalitatea t 
| MP > 13.5.20 — 1). 
Utilizînd inegalitatea mediilor putem scrie: 


Ap des PO) YTI En A 
7 . 


= Deoarece 1 +3 + ... + (2n — 1) = n? (progresie aritmetică), de- 
~c ducem ; | 
n > MT en =), 


de unde rezuită imediat inegalitatea din enunt. 


É Sọ se arale că: 
i : ó n ap 

s A LA dă n 

i... [i S 7. A TAE EN 
Kates S-a; n— 1 


i : S 10 — Metode de rezolvare a problemelor de matematică în liceu — cd. Ni 145 


aici: aœ + b > a2b + ab’, b +p œ> ÎN eL a E > ca + ca’, 


5) Fie as, as, +=; m, numere pozilive și S= a, +a + E E, AI 


Pestii i cpu să dee SEI că legi litatea e este evidentă dacă n= o z 


de unde deducem a 2 ai a 2a + b”, care conduce imediat la inegali- i o 
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1r ia a - Ei a 
"+ Pentru rezolvare vom transforma succesiv inegalitatea din enunţ:/ 
A R oo m n — 1)S n 
Pat D S-a nei n TR ca Dc A 
: i 4 S — ae 6 
- k=1 E, 
“Dar (n — 1)S = nS — S = X (S — 4), deci ultima inegalitate se 
LA. k=i E 
„serie 
| k - 
Bi da : 2i (S ai a) E 
E = n e 
E: ri Îl. > 3 4 
3 s? Și n n 
l . | i > 1 | E 
E S= f 5 = 
i k=1 5 


care este inegalitatea dintre media aritmetică şi media armonică a nu- 
-merelor pozitive S — a; (k = 1, 2, ..„ n). 
6) Nolaţiile fiind cele din geometria triunghiului, să se demonstreze 
inegalitatea : „tă 
6Rr < k a*bec2, 
Să observăm întîi că putem scrie : 
abc = 4RS = 4Rpr = 2Rr(a + b + 6). 


Deci : 

Ra + b+c) _ 1 

i l abc 2 A 
A | ă 
l Rr Rr Rr 1 
Ep pa 
bc ca ab 2 
Inegalitatea dintre media geometrică şi media aritmetică a numere- 
lor Lica i EA şi egalitatea precedentă conduc la : 
ca a 
Rr? 1 3 
< — , de unde 6Rr < Vatbtc?. 

abc: 63 7 y ; | 
7) În orice triunghi se verifică inegalitatea : - >! 
| 3 . Fi 
Te To T V3 f H 
a è — $ e < Dă A , à A 
4 b e ( 2 ) i ; A 
pie VAB ei in ă a FA 
A e A 3 i CoH 
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Inegalitatea din enunl se poate transforma succesiv 


re abe <> Pg VE. sin 4 A -+ sin B+ sin C < 


3T. 
2” 
funeţiei concave f:[0; z] => |—1; 1], Kx) = sinz: 


Ti -+ t: + Ts i sin æ; + sin z, + sin x, 


sin > 
3 = 9 


şi înlocuind v, = A, za 3 t B, pr C. 
8) Dacă x e [0; 1) U (1; +œ)iar p > qsint două numere naturale 
strict pozilive, atunci : 


7 


(Culegere de probleme — V. A. Krecimar) 


Pentru x = 0 inegalitatea se verifică. Presupunem r-e (0; DU 
U(; +œ) şi facem inducţie după p. 


i Dacă p = q + 1 (prin ipoteză p > q) inegalitatea devine: 

m: i ' eh —] e—i 1 

D i Sci Dati rit dl rit) fn pl 

e, d q+1i- q i 
Notînd — -= l+ a, cul+zg > 0, a Æ 0 (vezi poeren altima ine 


galitate se serie (1 + a) > 1 + —— . În plus «a > şi, utilizînd 
1l+a 14a 


inegalitatea lui Bernoulli, putem scrie : 


Ura > Ira >1+ — 


+a. 


ceea ce demonstrează inegalitatea din enunţ pentru p = q + 1, adică 
xtti — 1 at ae 1 
— > > 


p+l Po 


Ultima inegalitate se deduce imediat, aplicînd inegalitatea lui. Jensen 


(6) 
q+I 4 
oricare ar fi numărul natural q > 1. 
Să presupunem acum că: 
i iu k 
2—1 a-l (6) 
P OP q 
unde q > 1 şi p>q+ 1. Datorită inegalității (6) avem şi | 
x HS : - sn —1 x? — 1: i 
> =- a (6) 
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e ea 2 DE ri 
Eseu Apar 0 a d pai că A | A 
E pa i b l 2 x Poni = Ei 
Din a60) şi 0 deducem: de Tie y MU aa 
Za de E A i © Hel FRA VA, i 
ADERĂ A I RNA oo EO >= j 
GR d: ` err . 3 p+ i l q ; f 


rs 


E ceea ce demonstrează inegalitatea (6 
Eia __ Gu acestea demonstrația este încheiată. 


zi » Să se demonstreze inegalitățile + 
„log | 11 > Log 14 > lógi 17. 
j Pentru demionstrație vom observa că putem scrie: ; 
n l i a 
Po e S log, +> log =- şi iog > loga Ie 
ambele inegalităţi fiind consecințe ale proprietăţilor de monotonie a 
„Muncţiei logaritmice cu baza wa De aici deducem. . 
log; Hy lo ogs =- , deci log; 11 > logo 14, 
„prima inegalitate fiind astfel îsi alai În mod acălog se demon- 
“-strează şi cea de a doua inegalitate, . 
EA =< 10) Fie aşi-b două numere reale strict pozitive. Oricare ar [iz e [0:1] 


E se verifică inegalilăţile : 


ab < zle + (2) ] aa 
ar. | 
„Să observăm că pentru a = b ep ttata se verifică. Fie deci a # b 
„și să considerăm tuacjia s : . | 


esua noa G] 


„Datorită simetriei funcției / în raport cu parametrii a și b este sufi- 


ad „ <ient să studiem numai cazul a > b. Definim în -plus funcţiile: 
Mead tie z:[0: 1] să | ; Sh z(2) = Al i 

a aa | 

4 i pa = Funcţia z este strict crescătoare şi bijectivă. În plus f = goz 


i pentru q > - i și p? 1 >q + a : 


i ë Rp i 

2 A alui "ig Era At M T EET Eg pia SPIN) 
>, ” aata RaT BOSA OFEN 
x Ri s E ae r A Ri 


pù 


. & 


+ 


4 


> 
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E di ei read rit 


"Co iale A 


3 i i | 


z, — 7, ' | a | | . | i s 
Eo vi ad = AC aa z 53 , unde 1 st < Ta <s că 


t — t <0 


A T 7 Ei i aa) sola durQ.. 
„IRI A Enci g F- cita zl ze (E gta) — 9(t2) > 0, 
E a ca a a A ie 
; Zi E S< Ti LT: s 1 aut d g(z) — Iza), <0.. i 
b `; 


` 
N 


s „cătoare pe |0; 


y 


ez: i] 
2 ă - Beoarece f(0) = f(1) = a -+ b, e = 2y ab, deducem datorită mo- 


moteniei funcţiei f: 


2 fab < f£) <a+b, Yx, xe f0; 1), 
A „ceea ce demonstrează inegalităţile din enunţ. 
E . H) Dacă nV, nA şi nS sînt respectiv volumul, aria totală şi aria late- 
0 :rală aie unui con circular drept, se verifică inegalităļile ı 
E a ASTV b) 2S > 27/3 V». 


Să se stabilească condiţiile în care se verifică egalitatea. 
© Pentru a demonstra prima inegalitate să observăm că, din formulele 
„care dau volumul şi aria totală a conului, deducem : 
=, er, A-R 
= 3 == 


aie Dant pem 


unde h, 9 și R sînt lungimile înălţimii, generatoarei şi razei bazei co- 
iz ini înlocuind în g? = h? 4+ R?, deducem: 


Pi ia © BA% — A'r + 9V? = O, (7) 
A unde s-a notat R? =. 
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e “Deci OST < <—>1 <S z(t) <z(22) < |= => g (e(21)) —9(2(22))> 0 


a ps fa > dai ceea ce demonstrează că funcția f este strict descres- 


În mod analog se demonstrează că funcţia este strict crescăteara 


A. 
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© Ecuația (7) are rădăcini reale (şi în acest 
- zitive) dacă şi numai 


îm... 


“ceea ce conduce la 9 = 3R. 


E ta ete seara 


a: f 


e E PE E EN A aaa * = TEENI ps Sa "pe pippo: s A n 
i ai eg it La ai: k pă i p a . Ei M E F , 
r vos ver ca SA Ab E Di pe ? "a . Per t + - - y 
5 Să . jia ae [S ” 4 . + e À VIE fn t d A d 1 i : î Topa ș - h 
se 4 na - pii Ă Š -5e R de PE a a f ł i a ye f F ` j 
À pA eaS At : i LE $ A sp y s y j m Te s $ e“ é £ : 
y d -> z5 i a Mt E a s e y x È 3 ud = Y ri: ` “4 
d e E E . r . vai , d zi x E A g: 
3 B B: g sA; 5 pă , Li 4 gae a i £ 
` Ei r > k ; 
E T t Li E y » ` ă t $ < 4 4 


a fe 

i 
dacă discriminantul este pozitiv, deci A? > 72V2, 
Din (7) deducem că avem A’ == 72V 


Datorită formulelor care dau volumul şi aria laterală, putem scrie : 


per e, hen Iaa ză 
Intocuind în relaţia 92 = h’? + R? şi notînd R? = z, obținem ecuaţia : 
r? — Sx + 9V? = 0. (8) 


Pentru funcția f:(0; 
întocmi următorul tabel: 


. -= l [2] 
z C /3 + 
['(2) a 0 e e ES E IERI 
oa Noo (7) Deal = E 


Rezultă că ecuatia (8) are cel puţin o rădăcină reală x > 0, dacă 


şi numai dacă se verifică inegalitatea / =] < 0, echivalentă cu cea de 
a doua inegalitate din enunţ. Se deduce imediat că egalitatea are loc 
pentru 9 = R3. ; 

12) Oricare ar fi numerele reale strict pozilive a şi b, a + b, se verifică 
inegalităţile : 


1 ° 
< 2 [5 a—b < e. 
a+ bl» 


e fiind numărul .lui Euler. r 
Să observăm că inegalitățile din enunț rămîn aceleaşi dacă schim- 


„băm între ele numerele a şi D. Deci orice demonstraţie făcută pentru 
O <ax< b își menţine valabilitatea şi pentru O < b < a. 


 Presupunînd 0<b<a, prima inegalitate este echivalentă cu: 


(a — b)in(a + bì) — a Ina- b inb<0 (9) 


Cousiderînd funcția g; [b; +2) => R, 
g(x) = (z — b)\ln(z + bì) — x Inz + b lnb, 


$ putem scrie, pentru orice z € [b; +60): 


b(z — b) 
x(z + 5) 


g'(x) = ln(x + b) — inz — ah :'9'"'(x) = 
“r mrar 


— 


+o)=R, fim) = — Sz + 9V7, putem. 


caz sint numere strict po 


dacă şi numai dacă A = 4R?, DA 
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Aien g(x) < 0 oricare ar fi x = (b; +), ceea ce demonstrează 
l tâegplitatea (9). 


_A doua inegalitate din enunţ este echivalentă cu: 


“Fie funcţia h:[b; +o) -> R, 


h(x) = (7 — bin EEP — a Inz+ b lnb, 
Lă 
continuă și de două ori derivabilă pe domeniul ei de definiţie. 
Putem scrie: 


Ei, WEET EER SN 
= | : 2 z+b | 
h'(x) = b(z — b) , 
x(x + b) 
Rezultă h“(z) > 0, pentru orice x e (b; + co), ceea ce demonstrează 
„că h' este strict crescătoare pe [b ; + œ) şi cum h'(D) = O, rezultă h'(x) >0, 
oricare ar fi x e [b; 4+ 0). Deci funcţia h este strict crescătoare pe [b; 
+0) şi, avînd în vedere h(b) = 0, deducem h(x) > 0. oricare ar fi 
r> b, ceea ce demonstrează inegalitatea (10). 
13) Fie numerele reale a < b <c și funcţia f: [a; c] > R, continuă 

pe [a; c] și de două ori derivabilă pe (a; c). Nolăm: 


ca oO r 
CA EP A=| a b c 

Pa: | [ta F) - flo) 
Dacă f este convexă (concavă) pe [a; c] avem A > 0 (A < 0) 
OS Fantru demonstraţie să considerăm funcţia g:la:c]-R. 


g(x) = f(x) + Max? + Nz + P 
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Deoarece g”(x) > 0, oricare ar fi x e (b; +œ), deducem că g’ este 
strict crescătoare pe [b; +œ) şi avînd în vedere (9) rezultă g'(x) < 0. 


‘ Deci funcţia g este strict descrescătoare pe [b ; -+ oo) şi cum g(b) =0, 
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(a — bin SSD anat bin >0, (0) 


A P . sf i RE 


© și să determinăm numerele reale M, 


o= = g(c) = 0, Sintem conduşi la sistemu 
Ma + Na + P = -—f(0), 
Mb + Nb + P= —f(b), 
Me + Ne + P = f(e), 


N, P astfel încit gla) = g0) = is 
] compatibil. determinat : i 


de unde deducem : _ | | E ; 
(a — ba — c) (b — a(b — c) (c — ac — b) 

rezultă că există t, € (a; b) şi 
0, de unde deducem existența 


deci f” (£) 


M= =] 


zai a Deoarece g(a) = 9(b) şi g(b) = g(0), 
~ £ € (b; c) astfel încît g'(1.) = g'(x) = 
numărului £, € (4; 2.) cu proprietatea g'' (£o) = 0. 


f" (£o) > 0, deci M < 0. Ultima inegalitate este echivalentă cu A > 0.. 
Raționamentul este analog în cazul în care f este concavă pe [a; “l 
14) Oricare ar fi numărul real x, se verifică inegalilățile a ii. 


fa ZE FI + fa FA 23y2.-: 
az: — Ör + 10 — fa: + ri < „AI, 
“Dacă avem în vedere că putem scrie X =d — Do 1 şi Y= 


f Na+ 2, rezultă că X poate îi interpretat ca fiind distanţa dintre 
punctele M(x ; 0) şi A(3; —1) sau A'(3 ; 1), iar Y distanţa dintre acelaşi 


7% x . 
.:3 pi h Ei 
aiy om Li ai : X E 
-U ee SI R 
gh $ 5 a a Pac 
— ———— =. sa aa 


A 


# S 


punct M şi unul din punctele B(0; 2) sau B'(0; —2) (vezi fig. nr. 3) 


Putem scrie: d(M ;. A) + d(M; B) > d(A ; B), cu egal dacă şi nuw- 
-mai dacă punctul M coincide cu punctul Mo. E.xprimînd distanţele, ca 


a, ta d PA 
Ž, fo 


60,7) 


Mzd, 


CE Scanned with OKEN Scanner 


m + 2M =0, sau 2M = —f (T). Dacă f este convexă pe [a; c], avem — > 


. m e ” “9 
= L . E Meta 
| s 

iba 


ajutotul tobrtonătelăr punctelor tonsideratd dedică + inegalitatea 


73 ~ 


2 ane. e ra (NP. ae oricare ar fi r € R. Egalitatea avind loc pentru M = 


= Mo, deducem pentru acest caz t = 2. 
-Ín fine, avînd în vedere punctele A’, B, M, deducem: 


E? ita LAM; A’) — (Mi B)| < d(A'; B) 


“mai înainte, deducem inegalitatea pa =r E gio, egalitatea veri- 
re ea numai pentru z=6. 


~ 


E r egalitate] 
Ep tz << 2 4 (ay + yz + a 


- Pentru demonstrație să luăm PEDA M, N, P, Q respectiv pe Fa 
“turile |AB|, | BC], ICDI|, | DA] ale pătratului ABCD avînd 
- latura de lungime egală cu unitatea (vezi fig. nr. 4). În plus segmentele 
AM | şi | CP | au aceeaşi lungime z, iar segmentele |I BN | şi | D289] 
„au aceeași lungime y. Scriind că suma ariilor triunghiurilor AMQ, BNM, 
GPN, DQP, este mai mică decît aria pătratului, deducem inegalitatea , 
Dee PREN ry —2ry <l. + 
T Să hse că pentru t = 1, j= 0, sau x = 0, y= 1 se obține 
ka z4 y — 2xy = 1. Deci putem scrie: 
; t+ y <14 2y, 


„oricare ar fi merde x. y din {[0; 1}. să 
“Considerind acum numerele v, y, z din [0; 1] rezultă: 


LĂ z+y<1l+2ry; y+2< 1+4 2z, PEENE de 


Fe- pipt i D . 
ză z+ a s1+ 2z, (11) F gee g 
i 3 "de ünde deducem : l 


eu egal dacă și- numai dacă punctul M coincide cu M, Procedind ca: 


15) Oricare ar fi numerele a, b, c ci sii intervalului [0;1],se 


& 
t74 
Ea al 2 4 (z9 + yz + 20). ni ul 
ia 11 | 
i (11) -y y 
A EAMT NBA (11°) s-a exclus ca- 
“aul, de egalitate deoarece nu pot: fi 4 
f RA splinite simultan condiţiile de ega- A Eo 4 poz 6 
K rate din (11). Fig. nr. 4 

j 153 


CE Scanned with OKEN Scanner 


Pe 


$ 5. INECUAȚII 
ecuaţiile au implicaţii vaste, 


În matematica din gimnaziu şi liceu, in 
ă foarte bine tehnicile de 


motiv care impune ca elevii să-şi însuşeasc 

rezolvare. Fondul de cunoştinţe necesar p 
"trebuie să includă în mod obligatoriu: 

— inegalităţi în mulţimea numerelor reale ş 

_— proprietăţi legate de monotonia şi variaţia semnelor pentru func- 

tiile elementare. 
Ne îngăduim să subliniem unele probleme referitoare la tehnica re- 
zolvării inecuaţiilor. 
` a) O primă problemă este cea legată de studiul funcţiilor definite prin 


relații de forma: 


i proprietăţile acestora ; 


F(a) = 22, 
az) 
unde p, q e R[X]. - 
Socotim necesar ca în primele exemple, ce se lucrează să se studieze 


semnul funcţiei f: R > R, 
[(z) = (x — 1)”, n e N*, t, E R 


evidenļiindu-se concluzia : 


— dacă n este par : f(x) > 0, oricare ar fi £ Æ Xe Şi f(z) = 0; 
— dacă n este impar: f(x) <0, pentru 2 < To, f(x) > 0, pentru 


O E> 2 şi fa) = 0. 


Fie acum funcția F: E > R, 
T 
F(x) = p(z) 
7 q(x) 
cu p, q € R[X] şi unde E este mulțimea numerelor reale mai puţin 
mulţimea rădăcinilor reale ale polinomului q. 
Convenim ca orice rădăcină reală a polinomului p, sau Q, să fie nu- 


mită zero respectiv pol al funcției F. Pe baza concluziei enunțate mai 


înainte, rezultă : | 
„În jurul unui zero sau pol de ordin impar (par) funcţia F prezintă 
(nu prezintă) variație de semn“. 

Evident, această ultimă concluzie va fi întărită și printr-un exemplu 
prezentat în prealabil. | 


Ne exprimăm părerea că procedind astfel, rezolvitorul realizează o 
economie de timp și în plus, eliminarea tabelelor de variaţie a semnului, 


cu mai multe linii, oferă mai puţine posibilităţi de a greşi. 


entru abordarea problemei 
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Pentru a indica modul de lucru propus să rezolvăm inecuaţia:  - 


- _ (2 + 3 + 22 —3) cae. di 
Su) e ee zyrt — 2742) Ci 2 7 AN Sg 


“Teducenă zeroiirile z, = Ta = —3, z = 1, polul z, = 2 şi într-o 


primă etapă alcătuim următorul tabel : 
z -5% —3 1 2 +0 
Fæ) | 0 0 | — 


“Am afirmat F(x) <0, pentru z > 2, observînd că pentru valori 


foarte mari ale lui z obţinem F(x) < 0. 

În continuare tabelul se completează, marcînd variaţia de semn 
„în jurul“ numerelor 2 și 1 menţinînd acelaşi semn „în jurul“ zeroului 
“de ordin par —3. 


vi 
w` 


% — 9% -5 * + 90 


F(z) = e 0 ap p ma 


w 


În fine putem serie F(x) >0eze[l; 

b) O a doua problemă este legată de a inecuaţiilor în care 
intervin funcţii iraționale, logaritmice, exponenţiale etc. Pentru o mai 
bună ilustrare a celor ce dorim să recomandăm, prezentăm următoarele. 


Exemple : k Să- se delermine mulțimea tuluror numerelor reale x 
} astfel încit : 


3+V4—2x 
“e+ Di $ 
Deducem pentru început z e (—i ; —2) L! (—2; 2] = E. Fie func- 
3 4—2 
ţia f[:E >R, f(z) = Bii - 2 Putem scrie: 
Na) = 0 2/1 Taz = 5r + 4 = z(05x + 48) = Dre i ol, 


Se obţine x = 0, soluţie pentru ecuaţia f(x) = 0. Putem întocmi urs 


~ mătorul tabel de variaţie a semnului funcţiei f 


w 


x — %0 —2 0 
[2 na — 


"Semnul funcţiei f, pentru fiecare din intervalele (—c ; —2), (—2 ; 0), 
(0; 2] a fost stabilit înlocuind, pe rînd, x cu cîte unul din numerele 
din aceste intervale. 

Deci mulțimea numerelor z e R, pentru care se verifică inecuația 
din enunţ este (—2; 5:0). 
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_2) sa se rezolv inteuăţia 
ta (1 — 07) — DD <0,zeR. 


Observină că avem (1—2 —D=0eze (tip 


` tem alcătui următorul -tabel : 
y — o0 =j. 1. + co 


T T 
(1 = 2a? — 1) kow, 0 


` Răspunsul este deci x € (1; +œ). 
În concluzie, dacă E este o reuniune de intervale ale axei reale, fie 


funcţia continuă f: E — R şi una din inecuațiile f(x) < 0 sau f(x) > 0. 
Pentru rezolvarea inecuaţiei propunem următorul mod de lucru: 


— se rezolvă ecuaţia f(x) = 0; 
— se stabilește semnul funcţiei f(x) pe fiecare din subintervalele 


A | mulţimii E pe care f(x) 40; 


— se trag concluziile corespunzitoare pentru rezolvarea inecuatiei. 


` 


LS ` 


"e 
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